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Een ALGOL-programma is  volgens het "Rev ised Repor t on the Algor ithmic
Language ALG O L 60"  ( in  het vervolg aangeduid met  RR), sec tie 4 .1 .1  een
compound s tatement o f  een block , Een  compound s tatement bestaat u it :  "begin" ,
een o f  meer  s tatements , onder ling gescheiden door  het symbool " ; "  en  t e n -
s lotte " end" ,  Ee n  block  heeft dezelfde s truc tuur , maar  tussen begin en de eers te
statement moeten een o f  meer  dec laraties  s taan, van elkaar  en van de statements
gescheiden door  " ; " .  Z owel compound s tatement als  block  z ijn  s tatements,
De statements waar uit  een compound s tatement o f  een block  z ijn  opgebouwd mogen
dus op hun beur t een compound s tatement o f  een block  z ijn.  A l s  iedere s tatement
mogen een compound s tatement en een block  gelabeld z i jn  door  een o f  meer  labels .
Het programma in  z i jn  geheel mag echter  b i j  de meeste implementaties  ( d.w.z .
realiser ingen van ALGOL op een bepaalde computer) n ie t  gelabeld z ijn .

Declaraties (RR 5)

Een dec laratie definieer t de betekenis van een o f  meer  identifiers , Dez e defi nit ie

geldt s lechts  binnen het block  waar in deze dec laratie s taat.
We kunnen de volgende soorten dec laraties  en bijbehorende dec laratoren
onderscheiden:

— D ec la r a t ie  van s imple var iables  i a _ t e g a ,  r ea l ,  Boolean
— D ec la r a t ie  van ar rays  l a t l e z  array  9 r ea l I r L a z  , Boolean E l l y
. of ar r ay
— D ec la r a t ie  van switches s w i t c h

— D ec la r a t ie  van een procedure m o s s I I H s
.
,  p L a e s l y _ r e

real procedure ,  Boolean 21:222gas
De dec laratie van s imple var iables  en ar rays  mag worden voorafgegaan door  de

declarator own (maar  n iet  own ELEE i,  p. v
, o w n  r e a l  
E L a z ) .
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3 Pr oc edur e  dec laration (RR 5.4)

De procedure dec laration bestaat t i l t :  het symbool procedure, eventueel voorafge-
gaan door  in t ege r ,  r ea l o f  Boolean,  vervolgens de procedure heading en tenslotte
de procedure body . D e  procedure body bestaat u i t  een enkele s tatement (vaak een
compound s tatement o f  een block). I n  de for mal parameter  par t  worden, indien
aanwezig, de for mal parameters  opgesomd. Dez e z i jn  a lt i jd  identifiers . I n  de s pe-
c ification par t  kan informatie vers trek t worden over  nul o f  meer  der  formele pa-
rameters . Tussen for mal parameter  par t  en spec ification par t  kan een value par t
worden opgenomen waar in een of  meer  van de for mal parameters  u i t  de spec ifica-
tion par t  voorkomen achter  het symbool value.

SZE IMOCOMMINES

4 Sc ope (RR 2 .4 .3 ,  2 .7 ,  4 . 1 3  4 . 3 . 4
0  4 . 7 . 3 . 2 ,  
4 . 7 . 3 . 3 ,  
5 . 3 . 5 ,  
5 . 4 . 3 )

Een ident ifi er  s te l t  steeds een ent iteit  voor  d ie kan z ijn:  s imple var iable, ar r ay ,
switch, procedure, label o f  een for mal parameter  ( die behalve op een der  v oor -
gaande entiteiten ook  betrekk ing kan hebben op een s tr ing of  op een expression
of subscr ipted var iable) . Aangez ien in  pr inc ipe gelijk luidende identifiers  v er s c hil-
lende entiteiten kunnen voors tellen, en de betekenis van een uitdrukk ing o f  s tate-
ment waar in een ident ifi er  voorkomt ervan afhangt welke ent iteit  door  d ie  ident ifi er
wordt voorgesteld, i s  het  noodzakelijk  dat we ondubbelz innig kunnen vasts tellen
om welke ent iteit  het gaat.
Dit kan als  v olgt :
Volgens de ALGOL-syntax is  z i jn  een programma o f  een procedure body alleen
een block  als  aan het begin een of  meer  dec laraties  s taan, maar  we z ullen in  het
vervolg ieder  programma en iedere procedure body als  een block  beschouwen.
Nu behoort iedere ent iteit  die door een identifier  wordt voorgesteld b i j  een bepaald
block. H e t  verband tussen ent iteit  en identifi er  k an in  de teks t van een ALG O L-

programma op dr ie  manieren z i jn  vastgelegd:
— V o o r  s imple var iables , ar rays , switches en procedures door  een dec laratie.

De ent iteit  behoort bi_j_het k leins te block  waar in die dec laratie s taat.
-  V o o r  een label door  het geplaatst z i jn  voor  een s tatement, daarvan gescheiden

door een " : " .  D e  ent iteit  behoort b i j  het  k leins te block  waarbinnen de gela-
belde s tatement s taat. ( N ,  B, I s  de gelabelde s tatement een procedure body dan
behoort de label b i j  deze procedure body. I n  het MC - I  ALGOL-systeem is  echter
voor het geval de procedure body met  een dec laratie begint, een sprong naar  een
dergelijke label n ie t  toegestaan)



— V o o r  een for mal parameter  door  het voorkomen in  de for mal parameter  l is t .
De ent ite it  behoort b i j  de procedure body.

In deze dr ie  gevallen is  het zonder meer  duidelijk  welke ent iteit  de ident ifi er  v oor -
stelt. Ver der  duidt een identifi er  i n  de value par t  o f  spec ification par t  de ge l i jk -
namige for mal parameter  aan. Ko mt  nu een ident ifi er  i n  de programmatekst op
een andere w ijz e voor , dan gaan we na o f  b i j  het  k leins te block  waar in deze iden-
t ifi er  voorkwam een ent iteit  behoort d ie door  een gelijk luidende ident ifi er  wordt
voorgesteld. Z o  ja ,  dan hebben we de gezochte ent ite it ,  de ident ifi er  wor dt  locaal
genoemd; zo nee, dan is  de identifi er  niet- loc aal.  We  gaan dan na of  een gelijk na-
mige ent iteit  behoort b i j  het  k leins te block  dat d i t  block  omvat, en vervolgens v oor
het bloc k  dat dat block  weer  omvat, en we zetten d i t  proces v oor t  totdat we de
gezochte ent ite it  gevonden hebben. We  zoeken dus van binnen u i t  naar  buiten toe.
Levert d i t  proces n ie t  een entiteit  op, dan kan de ident ifi er  nog een standaardfunc-
tie o f  standaardprocedure z ijn .  I s  ook  d it  n iet  het geval dan is  het  programma
fout. H e t  is  eveneens fout als  b i j  een block  twee gelijknamige entiteiten zouden
behoren.

Met d i t  proces i s  het  a l t i jd  mogelijk  s tatisch (d. w. z, z onder  het programma u it
te voeren) vas t te  s tellen welke ent ite it  een ident ifi er  voors telt. Vo o r  een unsigned
integer d ie een label voors telt (RR 3.5 .1 ,  3.5.5)  kunnen we op analoge wijz e v as t-
stellen welke label bedoeld wordt. H e t  is  helaas n ie t  a l t i jd  mogelijk  s tatisch te
bepalen o f  een unsigned integer  een label dan wel een ar ithmetic  expression v oor -
stelt. I n  het Xl-ALGOL-sys teem (d. w. z. M C - I I  systeem voor  teksttesten en MC- I
systeem v oor  uitvoeren) is  de unsigned integer  a ls  label n iet  toegestaan.
Opmerking 1.  I n  het offic iele ALG O L is  deze hele kwestie nog iets  ingewikkelder
(vgl. he t  "addit ional block " u i t  RR 4.7.3.1) .  I n  de prak t ijk  is  d i t  van geen belang.
Opmerking 2. I n  het Xl-ALGOL-sys teem wordt in  een fo r  s tatememt de s tatement
achter do a lt i jd  a ls  een block  beschouwd.

pea-2
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5 H e t  procedure-mechanisme (RR 4.7,  5.4)

Een procedure s tatement wordt uitgevoerd, en de waarde van een func tion des ig-
nator wordt bepaald, door  de bijbehorende procedure H
a a n  t e  r o e p e n " ,Iedere ac tual parameter  b i j  de aanroep van de procedure k omt overeen met een
formal parameter  b i j  de procedure dec laration. Aan  de for mal parameters  d ie  i n
de value par t  worden opgesomd, wordt b i j  aanroep de waarde toegekend die de
overeenkomstige ac tual parameter  op dat moment heeft o f  b l i jk t  te  hebben„ A l le
andere for mal parameters  worden overal waar  z e ( d.w.z .  hun identifiers )  i n  de
procedure body voorkomen, vervangen door  de teks t van de overeenkomstige ac tual
parameter. I s  deze geen var iable (RR 3.1)  maar  wel een expression (RR 3) dan
wordt h i j  eers t tussen ronde haakjes H
( "  e n  " ) "  
g e p l a a t s t .
De aldus  verk regen procedure body moet een cor rec te s tatement z i jn ;  deze wordt
uitgevoerd en vervolgens wordt het programma voortgezet. I n  geval we met  een
function procedure te  doen hebben, moet t ijdens  de uitvoer ing een of  meer  malen
explic iet een waarde worden toegekend aan de procedure identifi er . D e  laats te
aldus toegekende waarde wordt desgewenst gebruik t om de berekening van de ex -
pression waar in de func tion designator (de "aanroep" v an de func tie procedure)
voorkwam, voor t t e  zetten. ( N .  B. H e t  is  n iet  ju is t ,  binnen de procedure body de
procedure ident ifi er  i n  een expression te  gebruiken wanneer men daarme delaats t
toegekende waarde w i l  aanduiden. Een  dergelijke vermelding duidt a l t i jd  op een
explic iete recus ieve aanroep van de procedure.
Het is  ook  toegestaan om een (function-) procedure door  een goto s tatement te
verlaten, en eveneens om een function-procedure b i j  w ijz e van procedure s ta-
tement aan te roepen. I n  deze twee gevallen is  de toegekende waarde aan de
procedure ident ifi er  v an geen belang; in  het eers te geval hoeft een dergelijke toe-
kenning zelfs  i n  het geheel nog niet  geschied te z i jn .
Het gevolg van bovengenoemd vervangingsproces kan z i jn  dat een ident ifi er  wor dt
binnengevoerd in  een s tuk  programma waar  een gelijk luidende ident ifi er  reeds
een andere ent iteit  voors telt.

Dit is  volkomen c or rec t;  de door  het vervangingsproces binnengevoerde ident ifi er
b l i j f t  dezelfde ent ite it  voors tellen als  h i j  blijkens  het in  paragraaf 3 beschreven
zoekproces reeds voors telde als  ac tual parameter . M e n  kan d i t  ook  als  v olgt i n -
zien: Wanneer in  een cor rec t ALGOL-programma systematisch iedere keer  dat een
identifier  voorkomt d ie een bepaalde ent iteit  voors telt, deze identifi er  wor dt  vervan-
gen door  een passend gekozen andere identifi er  ( d ie n iet  reeds i n  deze context een
andere ent iteit  voors telt)  dan verandert de betekenis van het ALGOL-programma
niet.
Hieron,
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Hieronder v olgt  een l i j s t  mogelijke ac tual parameters , en de ju is te spec ificatie
(indien aanwezig) v an de for mal parameter . ( N . B.  I n  leder  van de genoemde geval-
len mag de ac tual parameter  z e lf  een for mal parameter  z i jn  (het zgn. doorgeven
van de for mal parameter ) . D i t  is  uiteraard alleen mogelijk  voor procedure-aanroe-
pen binnen een procedure body).
actual parameter : s p e c i fi e r :  V e r m e l d i n g  in value par t toegestaan?
ar ithmetic  express ion i n t e g e r  o f  r eal j a
Boolean expression B o o l e a n  j a
str ing s t r i n g  n e e
designational express ion l a b e l  j a ,

(In het Xl-ALGOL-s y s teem niet)
switch identifi er  s w i t c h  n e e

= = =

array identifi er  a r r a y  n e e

voor integer  o f  r ea l ar r ay  ook iat_s_911 array  o f  r eal E a t  j a
voor Boolean ar r ay  ook  B o o l e a n  ar r ay  j a
procedure ident ifi er  p r o c e d u r e  n e e
voor integer of real procedure ook integer  procedure o f  r eal procedure n e e
voor Boolean procedure ook  B o o l e a n  procedure n e e
Opmerking. U i t  RR 4.7 .5 .4  zou men kunnen opmaken dat indien in  een der  laats te
twee gevallen de ac tual parameter  de procedure ident ifi er  v an een func tie-proce-
dure zonder parameters  is ,  vermelding in  de value par t  van de for mal parameter
wel is  toegestaan. I n  d i t  geval is  de spec ifier  integer  procedure, r ea l procedure
of Boolean procedure echter  zeer  onlogisch: de ac tual parameter  is  een expression
en kan het beste integer  , r ea l resp. Boolean gespecificeerd worden,

cm= ummt. n. . . . mmn

N. B. M e t  een for mal parameter  die als  een s w itc h,  (type) ar r ay  o f  ( ty pe)
procedure is  gespecificeerd, kan alleen een ac tual parameter  corresponderen
die u i t  een enkele ident ifi er  bestaat.

Bi j  a l le  for mal parameters  d ie i n  de value par t  worden opgesomd is  volledige
specificatie v ereis t .  Voo r  het Xl-ALGOL-sys teem is  v oor  iedere parameter  enige
specificatie v erplic ht.

Wanneer ' c a l l  by  name" wanneer  " c a l l  by  value"?

Uit de opsomming in  paragraaf 5 b l i jk t  dat b i j  enkele spec ificaties de " c a l l  by
value", d.y /.  z. d e  vermelding in  de value par t ,  is  toegestaan.
In deze paragraaf gaan we ervan u it  dat we met  een parameter  te  maken hebben
waarbij inderdaad c a l l  by  value is  toegestaan. I n  dat geval i s  de spec ificatie
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zo volledig mogelijk :  integer  , r e a l ,  Boolean,  integer  E L I E
,  r e a l  E m
.
.

Boolean ar ray  o f  label.  Vo o r  sommige toepassingen is  volledige spec ificatie n ie t
wenselijk ; c a ll by  value is  dan niet  mogelijk .
Wat betekent nu c a ll  by  value in  termen van uitvoer ing van het programma?
In d i t  geval worden b i j  de aanroep van de procedure de for mal parameters  a ls
het ware gedec lareerd vooraan in  de procedure body (arrays  met  dezelfde
bound pa ir  waarden, a ls  de overeenkomstige ac tuele ar r ay  had b i j  z i jn  dec laratie) .
Hier in wordt de waarde geeopieerd van de actual parameter . Wanneer  we nu de
waarde van de for mal parameter  veranderen, wordt alleen deze "eopie" veranderd;
de ac tual parameter  wordt niet  beinv loed. Evenzo, wanner de waarde van de ac -
tual parameter  t ijdens  uitvoer ing van de procedure verander t, b l i j f t  de waarde van
de for mal parameter  hetzelfde.
We kunnen nu de volgende gevallen onderscheiden:

De for mal parameter  is  Integer  , r ea l  o f  Boolean gespecificeerd en b i j  u i t -
voering van de procedure wordt aan de for mal parameter  een waarde toege-

kend, o f  de parameter  is  integer  a r r a y ,  r ea l a m a z  of Boolean E a u
gespecificeerd en nu wordt aan een of  meer  van de elementen een waarde
toegekend.
Is het  nu de bedoeling dat de ac tual parameter  hierdoor  van waarde verander t
(dat mag in  het geval in teger ,  r ea l o f  Boolean dus alleen als  de ac tual par a-T.
meter een var iable is ) ,  dan gebruiken we c all by  name ( d.w.z .  w e  gebruiken
call by  value niet) .  Een  dergelijke for mal parameter  kunnen we "output-para-
meter" noemen.

Is een dergelijk e waardeverandering daarentegen niet  gewenst, o f  zelfs  ongeoor-
loofd (nl.  a l s  de ac tual parameter  wel een express ion maar  geen var iable is )
dan moeten we c a ll  by  value gebruiken.
Tengevolge van s ide effec ts  oftewel neveneffecten van de procedure kan de
waarde van de ac tual parameter  veranderen. D i t  neveneffect is  dan een v er -
andering van de waarde van een niet- locale v ar iable t ijdens  uitvoer ing van de
procedure body. I s  het de bedoeling dat dan ook  de for mal parameter  van
waarde verander t, dan gebruiken we c a ll  by  name, anders c a l l  by  value.
Een zeer  belangr ijk  geval is  Jensen's dev ice geheten. H ie r b i j  v indt het neven-
effect plaats  door  middel van een output-parameter. Daarmee correspondeert
dan een actuele var iable die in  de uitdrukk ing voor  een andere ac tual parame-
ter  voorkomt. Dez e laats te is  n iet  value gespecificeerd; door  i n  de procedure een
waarde toe te  kennen aan de outputparameter verandert de waarde van deze
parameter mee. I s  de ac tual parameter  een subscripted var iable dan kan
zelfs z i jn  " ident ite it "  veranderen.



-  D e  bepaling van de waarde van de actual parameter  kan neveneffecten met
zich meebrengen (de ac tual parameter  is  dan de func tion des ignator o f  bevat
de func tion des ignator van een function-procedure met  neveneffecten).
Z ijn deze effec ten gewenst, dan c a ll by  name, anders  c a ll  by  value.

— D e  bepaling van de waarde van de ac tual parameter  vergt een niet  v erwaar -
loosbare rek entijd, maar  veroorzaakt geen neveneffecten. U i t  overwegingen
van effic iency k an c a ll by  value op z i jn  plaats  z i jn .

-  D e  for mal parameter  is  integer  o f  integer  ar r ay  gespecificeerd, en  het is  voor
de ju is te werk ing van de procedure noodzakelijk  dat de parameter  van type
integer is .  Wanneer  nu niet  met redelijk e zekerheid gesteld kan worden dat de
corresponderende ac tual parameter  inderdaad het type integer  z al hebben dan
zal c a l l  by  value e r  voor  zorgen dat b i j  de aanroep tijdens  het copieren van de
waarde van de ac tual parameter  zonodig een automatische overgang van r eal
naar integer  plaats  v indt.  O ok  in  het omgekeerde geval ( type r ea l v ereis t  voor
correcte werk ing, ac tual parameter  mogelijk  integer)  kan met  v rucht
call by  value gebruik t worden.

Verder z i j  nog v er meld dat we b i j  ar ray s  c a ll by  value s lechts  b r u i k e n  als
daar een goede reden voor  is ,  aangezien dan tegelijk er t ijd de waar  v a n  de
actuele ar r ay  en de waarde van de (mogelijk  verschillende) copie daa van in  de
formele ar r ay  opgeslagen moeten worden. D i t  zou (zonder goede reden) een ov er -
bodige belas ting van de geheugenruimte van de uitvoerende computer  betekenen.
Daarentegen geldt v oor  de andere parameters  (voor  label i n  mindere mate) waar -
voor c a l l  by  value is  toegestaan, dat we c a ll by  name s lechts  gebruiken als  e r
een goede reden voor  bestaat. I n  de gevallen waar  c a l l  by  value en c a ll by
name verschillende resultaten zouden opleveren, is  natuur lijk  s lechts  een alterna-
t ief i n  overeenstemming met  onze bedoeling; maar  ook  in  gevallen waar  het r es ul-
taat hetzelfde b l i j f t  kan c a ll by  value een aanz ienlijke besparing in  de rek entijd
geven.
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Voorbeelden

Ga in  de volgende voorbeelde na om welke reden(en) c a ll by  value o f  c a ll by
name is  gekozen.

procedure POLtoCART (x , y ,  r ,  fi ) ;  v alue r ,  fl ;  r e a l  x ,  y ,  r ,  fl ;
comment POLtoCART trans formeer t de poolcoordinaten ( r ,  fi )  t o t  cartesiaanse

coordinaten y ) ;

1
2
.
9
.
0
2  
x
:
=  
r  
x  
c
o
s  
(
f
i
)
;  
y
:
=  
r  
x  
s
i
n  
(
f
l
)  
e
n
d

Aanroep bijv .  P O L  to  CART (X[k ],  ITN], mod 4. (1 /  k), a r g  /  k)

procedure TRANSFORM ( i ,  n ,  Vi) ;  value n ;  Integer  i ,  n ;  r eal V i ;
for  I := 1  E l m  1 un t i l  n  do Vi:= 1 -  1 /  V i
Aanroep bijv .  T R A N S F O R M  ( j,  m ,  C [ j ,  j1)

procedure VU L ( A,  m  n ,  input) ; value m ,  n;  integer  m ,  n ;  r eal input;  ar ray  A ;
begin i n t e g e r  i ,  j ;

for  l : = 1 1  unt i l  m  do fo r  j : = 1 E t a ,  1 unt i l  n  do AR, j j : =  input
end

Aanroep b ijv .  V U L  ( A,  1 ,  read, read) o f  V U L  ( A,  p,  q ,  1  /  (p + q))
Het laats te geval kan voor  grote p  en ci effic ienter :
begin r e a l  s om l ;

soml:= 1  /  +  q) ; VUL ( A,  p ,  sci, s oml)
end

Dit zou overbodig z i jn  als  " input"  v alue gespecificeerd was. G a  na hoe dan
echter de betekenis van VUL ( A,  1,  read, read) volkomen verandert -aangenomen
dat r ead de func tion designator is  van een functie-procedure die de waarde
aanneemt van "het  volgende getal op de getalband" en  die als  formidabel neven-
effect het opschuiven van de band heef t -
,

real procedure DETSOL2 ( A,  b,  n) ; value A ;  integer  n ;  r ea l ar r ay  A,  b ;
comment DETSOL2:= determinant van ar ray  A l l  :  n ,  1  :  l a  en ar r ay  Ica_ :  n i

wordt vervangen door  de oploss ing x  van het lineair e s telsel A  x  x  = b ;
DETSOL2:= DETSOL ( A,  b,  n)

Wanneer men ov er  een procedure DETSOL beschik t d ie hetzelfde pres teer t
als i n  het comment van DETSOL2 beschreven s taat, maar  d ie z i jn  tussenresul-
taten i n  de ar ray  A  bewaart, dan kan men beter  DETSOL2 gebruiken als  de
actual parameter  v oor  A  ongerept moet blijv en, o f  als  deze integer  ar r ay
gedeclareerd is .



pea- 8

Jensen' d e v ic e

Een voorbeeld van het gebruik  van Jensen's dev ice is :

real procedure P I  (k , a ,  b ,  ik ) ;  value a ,  b ;  ! E t ms
. .  k ,  a ,  b ;  r e a l  
i k ;
lamia

end

real p i ;
1 )
1
: =
1
;

for  k := a  a t a
.  1  
u n t i l  
b  
d o  
p i :
=  
p
i  
x  
f
k
;

Ph= p i

b

Mathematisch uitgedruk t: P I  = I  1  f k
k a

Bi j  de aanroep: P I  ( i,  1 ,  q,  1  +  p  /  i)  lu id t  de procedure body na het invullen van
de waarde van de ac tual parameters  " 1 "  en  " q " ,  en de teks t van de ac tual
parameters "1"  en  " 1  +  p  /  I " :
t a in_  i n t e g e r  a ,  b ;  r ea l p i ;

a:= 1 ;  b:= q ;
pi:= 1.;

for  i : = a  Et22 1 un t i l  b  do pi:= p i  x  (1 +  p  /—
PI:= p i

end
to11.1.32.1211

Als  de for mele " k "  verander t, verander t de actuele " I " ,  daardoor de actuele
"1 +  p  /  i "  en daarmee de formele " f k " .  Schematisch voorgesteld:

f
o
r
m
e
e
l  
n
i
v
e
a
u

actueel niveau . . > 1 + p / i

Ga na wat in  de volgende gevallen wordt berekend:
1. P I  ( i,  1 ,  q ,  1  +  p  /
2. P I  ( I ,  1
9  
o r d e A
,  A
[ I ,  
I
D

3.  P I  (n, 1,  n ,  n)



Het is  uiteraard toegestaan in  een procedure body een andere procedure aan te
roepen. H e t  is  i n  ALGOL eveneens toegestaan binnen de body van een procedure
deze procedure z e lf  aan te roepen. Ee n  procedure d ie z ichzelf aanroept heet een
recurs ieve procedure. O ok  een niet  rec urs ief geschreven procedure kan recurs ief
gebruik t worden, n l .  wanneer b i j  een procedure de bepaling van de waarde van een
actual parameter  d ie correspondeert met  een call-by -name for mal parameter , een
aanroep van de procedure ten gevolge heeft, zoals  i n  P I  ( i, 1
9 3
9  P I  ( j ,  1
9  3
9  M E 1 ,

In v r i j  v eel implementaties  is  het rec urs ief gebruik  van procedures n ie t  mogelijk .
Zowel i n  het X l -  a ls  i n  het X8-ALGOL-systeem is  het gebruik  van recurs ieve p r o -
cedures aan geen res tr ic t ie gebonden.
Een bekend voorbeeld van een recurs ieve procedure is  dat van de functie-procedure
voor het berekenen van de fac ulteit  van een getal:
integer procedure fac  ( n» value n;  integer  n ;
fac:= i f  n  = 0  then 1 els e fac  (n -  1)  x  n

De waarde van fae (2) wordt ongeveer a ls  v olgt berekend:

=- 2

pea- 9

Recursieve procedures (RR 5.4.4)

fae (2)
n:= 2
fac:= i f  n  = 0  then 1 els e fac  (n -  1)  x  n

= i f  2 =  0  then 1 els e fac  ( n -  1)  x  n
= i f  f a ls e  then 1 els e fac  ( n -  1)  x  n

fae ( n  -  1)  x  n

= 2

n
9
:
=
n
-
1
=
2
-
1
=
1

fac:= i f  n '  =  0  then 1 els e fac  (n -  1)  x  n '
C M . =  = C M ' S : 1 = C =

= i f  1  =  0  then 1 els e fac  (n' -  1)  x  n '
= i f  f a ls e  t h e n  1 els e fac  (n'  -  1)  x  n '

fae ( n '  -  1)  x  n '

= 1
= 1 X n =  X 2

n " : = n ' - 1 = 1 - 1 = 0
fac:= i f  n"  =  0  then 1 els e fac  (n"  -  1)  x  n "

= i f  0  =  0  then 1 els e fac  (n"  -  1)  x  n ”
= i f  t r u e  t h e n  1 els e fac  (n"  -  1)  x  n "
= 1

01.C=1.MISCINSS

= 1  X n
1
= 1 X 1

1 3 = 1 :M .S E =



pea- 10

Dit  i s  geen g e lu kk ig  voo rbee ld ,  i n  zo ve rre  d a t  h e t  geen navo lg ing  ve rd ie n t :

1. o m d a t  he tze lfde  w e rk  sn e l le r e n  me t  min d e r  geheugengebru ik kan  wo rd e n  g e -
daan d o o r e en  n ie t -re cu rs ie ve  p ro ce d u re .

2. o m d a t  vo o r n  b i j v .  g ro t e r  dan  15  h e t  re su lt a a t  va n  f a c  (n ) we l  g ro t e r  z a l  z i j n

dan d e  g ro o tste  re p re se n te e rb a re  in te g e r,  zo d a t  d e  p ro ce d u re  b e te r a ls  een

re a l p ro ce d u re  gede cla re e rd  ka n  wo rd e n .  (V o o r  h e t  X l -A L G O L -s y s t e e m g e ld t
d it  b e zwa a r n ie t  o md a t  de  u i t ko mst  va n  een in te g e r p ro ce d u re ,  a l s  deze  t e

g roo t  i s ,  d a a r a u to ma t isch  a ls  een  re a l  wo rd t  vo o rg e ste ld ;  i n  he t  X 8 -A L G O L -

systeem e ch t e r i s  f a c  (12 ) =  479001600 g ro t e r  dan  d e  g ro o tste  wa a rd e  d ie  aan

een in te g e r va r ia b le  o f  p rocedu re  id e n t ifie r k a n  wo rd e n  toegekend, n l.  67108863
0waardoo r d e  u i t vo e rin g  van  h e t  p ro g ra mma  vo o rt i jd ig  wo rd t  bee ind igd)

3. o m d a t  de  u i t vo e rin g  van  de  p ro ce d u re  n o o it  z a l  e ind igen  in d ie n  h e t  a rg u me n t

door onvoo rziene  omstandigheden negat ie f  i s .  B e t e r  i s  b i j v .  t e  sch ri jve n :

i f  n  <  0  th e n  g a l a  A L A RM;  fac:=
Voorbeelden va n  h e t  ve ra n two o rd  g e b ru ik  van  re cu rs ie ve  p ro ce d u re s z i j n  me e sta l

ingewikke ld  en  l ig g e n  doorgaans n ie t  o p  n u me rie k  t e r re in .  (E e n  goed vo o rb e e ld
is  e ch t e r d e  lo ca le  p ro ce d u re  I  i n  de  p ro ce d u re  QA D,  z i e  A P  251)

Een n ie t -n u me rie ke  toepassing:

Gevraagd wo rd t  we lke  ve lden  va n  een schaakbord  i n  min d e r  dan  b i j v .  4  ze t ten  beze t

kunnen wo rd e n  d o o r een  p a a rd  da t  o p  h e t  ve ld  a l  s ta a t .

We denken ons e e n  i a t e m
.  m r l y
.  V E L D
[ 1  :  
8 ,  
1  
:  
8 J  
g e d e c l
a r e e r d ,  
e
n  
v e r v
o l g e
n s

de re cu rs ie ve  p ro ce d u re :

p rocedure  P A A RD (x ,  y ,  n ) ;  va lue  x ,  y ,  n ;  in te g e r x ,  y ,  n ;
i f  x  <  1  th e n  e lse  i f  x  >  8  then  e lse

I.S S IE MGE 1.2.0 1=Mrg• 412• 10arB M t c o l = m 0  1 . 1 0 5 3 n u m m i 0 = •  tE ml.LE =E 21.E 1

i f  y  <  1  t h e  e l s e  i f  y  >  8  then  e lse—  —  —
if  V E L D[ x ,  y  <  n  then

122
.
g ia

in teger d x ,  d y ;

V E L D[x,  y l : =  n ;

f o r  d x:=  - 2 ,  - 1 ,  1 ,  2  d o

f o r  d y:=  i f  abs (d x) =  1  then  2  e lse  1 ,  -  d y  do

PAARD ( x  +  cbc, y  +  d y,  n  -  1 )
end
v— .1=Kgams

A l le  ve ld e n  van  V E L D  mo e te n  wo rden  gevu ld  me t  d e  wa a rd e  O.

Doo r d e  aanroep: P A A RD (1 ,  1 ,  4 ) wo rd t  dan een  p o sit ie ve  in te g e r ingevu ld  o p  d ie
velden, d ie  b innen  4  ze t ten  va n u it  ve ld  [ 1 ,  11, d . w . z .  a l ,  d o o r een  p a a rd  b e re ik -

baar z i j n .  ,
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Opgave. Vo e r  de s tatement PAARD (1, 8 ,  2)  u i t  met  een schema als  boven is
opgesteld voor  de berekening van fac  (2) .
Opmerking. Voo r  het  Xl-ALGOL-sys teem duur t de uitvoer ing van de s tatement
PAARD ( 1
9 1 ,  
4 )  
2 0  
s e c
o n d
e n .  
W
a n
n e
e r  
x
,  
y  
e
n  
n  
n
i
e
t  
i
n  
d
e  
v
a
l
u
e  
p
a
r
t  
v
e
r
m
e
l
d

worden vergt de aanroep 69 seconden, dat is  dus  r u im  3  x  zoveel rek entijd. We
zien dus hoezeer efficiency-overwegingen h ie r  c an by  value gebieden.

Een recurs ieve procedure gebruiken we alleen wanneer het formuleren van een
niet- recurs ieve oploss ing zeer  ingewikkeld wordt. B i j  het  schr ijven van een r ec ur -
sieve procedure is  het  gewenst dat men goed nagaat o f  e r  aan de recurs ie een
eind k omt.

10 Switc hes  en des ignational expressions (RR 3 .5
9  4 .  3 .  5 ,  5 . 3 )

Door middel van een switch designator kan men, aan de hand van een subscr ipt
expression, u i t  een l i j s t  des ignational expressions e r  een k iezen.
Als  gedec lareerd is :
switch S:= L ,  i f  p  then L  els e A,  S[a]

dan heeft de s tatement " a l l  S[nl"  v oor  waarden van de integer  v ar iable n  binnen
het bereik  1 <  n  < 3 dezelfde betekenis als :

0
.
1
9
_  
i
f  
n  
=  
1  
t
h
e
n  
L  
e
l
s
e  
i
f  
n  
=  
2  
t
h
e
n  
(
i
f  
p  
t
h
e
n  
L  
e
l
s
e  
A
)  
e
l
s
e  
S
[
a
]

Voor  waarden van n  buiten dat bereik  is  de waarde van de switch designator Sa ll
ongedefinieerd. Volgens  RR 4.3.5 moet dan de go to  s tatement equivalent z i jn
met een dummy statement, d .w .z .  he t  programma moet achter de go to  s tatement
worden voortgezet, als of  e r  nooit geprobeerd was de waarde van een switch des ig-
nator te  bepalen. Wanneer  we bedenken dat de n  in  S[n] i . p . v .  een v ar iable ook
best de func tion des ignator zou kunnen z ijn  van een functie-procedure met  dec la-
ratie:

integer arocedure n ;
begin PR1NTTEXT ( O l t  mag niet  op papier  v er s c hijne4) :  n:= 0  end
waar in PR1NTTEXT een code-procedure is  d ie  de als  argument gegeven s tr ing u i t -
pr int  (en "4:" en  " $ "  de  hardware representation voor  s t r ing quotes z ijn) ,
dan z ien we dat het volledig implementeren van deze regel to t  grote complicaties
kan leiden. Ver moedelijk  is  d i t  dan ook  in  geen enkele implementatie van ALGOL
volbracht: Voor  het  X l -  en het X8-ALGOL-systeem is  v ereis t dat de waarde van
een switch des ignator, wanneer deze bepaald wordt, ook  gedefinieerd is .
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Een eenvoudige maar  nuttige toepassing van het switch-mechanisme is :
E z
.
2 1
.
_ l i  
_
i
r
e  
L
e
t
t
e
r  
(
k
)
;  
v
a
l
u
e  
k
;  
a
l
t
s
a
o  
k
;

g
i
n  
s
w
i
t
c
h  
A
L
F
A
B
E
T
:
=  
A
,
B
,
C
,
D
,
E
,
F
,
G
,
H
,
I
,
J
9
K
,
L
,
M
,
N
,
O
,
P
,
Q
,
R
,
S
,
T
,
U
,
V
,
W
,
X
,
Y
,
Z
;

procedure t  ( letter ) ; s tr ing let ter ;

begin PRINTTEXT ( letter ) ;  ga_t2 EXIT end;
Ee
. . .
.
L o  
i
f  
k  
<  
1  
V  
k  
2
6  
t
h
e
n  
E
X
I
T  
e
l
s
e  
A
L
F
A
B
E
T
[
k
]
;

A: t  ( 4 4 ) ;  B:  t  k b ) ;  C: t  4 4 ) ;  D: t  ( <
d S ) ;  E :  t  ( 4 4 ) ;  
F :  t  
( A i S ) ;

G: t  ( k
g > ) ;  
H :  
t  
( 0
4 )
;  
I
:  
t  
(
4
1
>
)
;  
J
:  
t  
(
<
4
,
1
,
)
;  
K
:  
t  
(
4
)
;  
L
:  
t  
(
t
l
i
)
;

M: t(4m$) ; N:  t  (
1 4 ) ;  0 :  
t  
( 4 4 ) ;  
P :  
t  
( 4 : P
4 ' ) ;  
Q
:  
t  
( e
1 S
) ;  
R
:  
t  
(
4
4
) ;

S: t  ( t s i ) ;  T :  t  ( 4 0 ) ;  U: t  (4:11>); V:  t  W :  t  (4w$); X:  t  ( 4 4 ) ;
Y: t  (4:y$); Z :  t  ( 4 ) ;

EXIT:
end

De aanroep "Let ter  ( 7) "  •
w o r d t  a l s  
v o l g t  
u i t g e v o e
r d :

Eat 2 i f  7 <  1 V  7 >  24i then EXIT  els e ALFABETE71
= A L F A B E T [ 7 ]
-,, E l
l
a  
G

= G :  t  ( 4 4 )
PRINTTEXT a L o
.  E X I T  
e n d

Op papier  verschijnt dus de let ter  " g " .

De evaluatie van een switch designator, z e lf  een designational express ion, lev er t
een element van een switch lis t „  dus weer  een designational expression, d ie
behalve een label ook  een conditionele des ignational express ion of  weer  een switch
designator kan z ijn .  I n  de laats te twee gevallen moet de evaluatie worden v oor t-
gezet totdat een label wordt gevonden, d ie  dan de waarde van de oorspronkelijke
switch des ignator is .  H e t  volgende voorbeeld toont aan hoe deze voortgezette ev a-
lua te  het essentiele deel van een programma kan uitmaken.
Gegeven is  een reeks  van ALGOL-symbolen, waaraan een code is  toegekend
volgens de volgende tabel:
code: s y mboo l :

1  9

2 +  -
3
4
5 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9

We w i l len  nu een procedure schr ijven die controleer t o f  de reeks  ALGOL-s y m-
bolen een r i j  cor rec te ALGOL-getallen is ,  waarbij de komma als  scheider  tussen
twee getallen kan dienen.
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Correct is  b i jv . :
Incorrect daarentegen:

comment symbool
switch Teken-
switch Integer
switch Punt
switch F rac t ie
switch T ien

+2-3 ,+
io - 0  
9  
0 0
0 7  
,
5  
3
+
0

+2
1 0
- .  
0  
9
+
3
1
7
.  
9
+
+
3

We veronders tellen dat in  een in t , 9 1 :  C O D E v a n S Y M B O O L [ 1  :  n ]  de codes
van de achtereenvolgende ALGOL-symbolen staan.
De procedure dec laratie lu idt :

Boolean r oeedur e  Getalreeks (k, lengte, SYMB); value lengte; i l l t ms -  k, lengrte, SYMB;

:= fout f o u t

Integer [s ], Teken[s]
fout ,  fout
 Integer[s]
9 
T e k e
n [ s ]

fout Tekenexp[s], fout
fout

, fout
switch Tekenexp:= fout f o u t
switch Ex p i n t e g e r [ s ] ,  Teken[s]

, Punt [s ],
, Punt[s ]
9fout

fout

latmez_ procedure s ;
12
.
91
2
Ln  
k
:
=  
k  
+  
1
;  
s
:
=  
i
f  
k  
>  
l
e
n
g
t
e  
t
h
e
n  
6  
e
l
s
e  
S
Y
M
B  
e
n
d
;

Getalreeks:= t r ue;  k := 0 ;  gs_f =
t9_ i n t e g e r [ 1 ] ;fout: G e t a l r e e k s : =  fals e;

einde:
end
De aanroep is  nu: G etalr eek s  ( i  n ,  CODEvanSYMBOOL[i])

0 t / m  9 ;
Tien[s]9 Integer [s
Tien [s I, integer [s I ,
fout ,  F r  actie [s 1
9

fout ;
einde;
fout ;

Tien[s]0 Frac tie[s ], einde;
, fout E x p [ s ]

fout - E x p [ s ]
, fout ,  Exp[s ]

Opgave: Voer  de procedure u i t  voor  de bovenstaande symboolreeksen.
Welke betekenis kan aan de waarde van de output-parameter i  na afloop worden
toegekend, indien de waarde van de func tion des ignator false is ?

fout

, fout ;
0 einde;



true
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11 Boo lean  e  r es s ions  en lo  •sche var iabelen (RR 3.4)

Een Boolean expression is  alles  wat i n  een i f  c lause tussen i f  en then mag staan.
Juist als  van een ar ithmetic  express ion de evaluatie wordt voortgezet totdat een
numerieke waarde is  gevonden, en de evaluatie van een designational express ion
uiteindelijk  een label moet leveren, z o wordt ook  een Boolean expression geevalu-
eerd totdat een der  logische waarden true o f  false is  verkregen. D e  waarde b ijv .
van de Boolean expression "2  <  0"  i s  false d i e  van " 3  x  3  +  4 x  4  = 5  x  5 "
is  t r ue.

Met behulp van de ar ithmetic  operators  + ,  -  , x  / ,  :  en /Iʻ kan worden aangegeven
hoe u i t  een o f  twee getallen een derde getal moet worden berekend, en de relat ional
operators < ,  < ,  = ,  > ,  >  en + geven aan hoe b i j  twee getallen een logische waarde
moet worden berekend. O p soor tgelijke wijz e is  het mogelijk  b i j  een of  twee lo -
gische waarden een derde logische waarde te  laten berekenen, n l .  m e t  behulp van
een der  logic al operators  1 ,  A ,  V ,  1  en = ,  en wel volgens de regels  d ie i n
RR 3 .4 .5  gegeven worden. Evenals  v oor  de ar ithmetic al operators  gelden voor
de logic al operators  pr ior iteits regels  0 D e  volgorde is :  1 ,  A ,  V ,
We geven als  voorbeeld de evaluatie van " t r ue 1 1 3 x 3 = 9 V 1 >  1"

true 1-19 = 9  V 1 >  1
true 1  1  tr ue V 1 >  1—  —
true 1  fals e V 1 >  1
true 1  fals e V true

true 1  1E12R

Opgave. G a  met  behulp van RR 3.3 .1  en 3.4 .7  na, dat nooit twee ar ithmetic al
operators naast elkaar  mogen staan, maar  dat wel de logic al operator  1  door
iedere andere logic al operator  mag worden voorafgegaan.
Een berekende logische waarde kan onthouden worden door  toekenning aan een
logische var iabele, d ie  dan Boolean gedec lareerd moet z i jn .  Evenzo z i jn  e r

Boolean ar ray  en Boolean procedure.
Het volgende is  een voorbeeld van het gebruik  van een Boolean ar ray . I n  de
ar ray  PRIEM wordt met  de "z eef van Eratosthenes" op de k -de plaats  de waarde
ingevuld van de uitspraak  " k  is  een pr iemgetal" .



begin i n t e g e r  k ,  p ;
Boolean ar ray  PRIEMI1 :  1600];
PRIEM[1]:= fals e;

for  k := 2  E l m  1 un t i l  1600 do PRIEM[k ]:= t r ue;
for  k := 2  2122 1 unt i l  40 do
begin i f  PRIEM[k ] then

for  p:= k  x  k  ,§_tfp
.
_ k  u n t i l  
1 6 0 0  
d o  
P R I E
M
[ p ] : =  
f a
l s
e

end
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end;
1 .0 0 .2 .1 .1 0

Rest v an het programma

Als  A  en B  Boolean expressions voors tellen, dan kunnen we i . p . v .  1  A evengoed
schrijven: i f  A  then false else t r ue ,  en verder  (mits  de evaluatie van B geen

tE IS C M = K M  to3 0 .0 1 2 .1 1  M M E M I Z I P E N I E M  U ntr E IMME IZIK O

neveneffecten veroorzaakt):
i f  A  then B  els e fals e i . p . v .  A  A B
IKEMME) t r W s Z n a l a r a l M O  = M E M O R M E l t .  . 1 . • 0 2 2 1 . . 1 . = 0

i f  A  then tr ue els e B  i . p . v .  A  V B—  —  —
i f  A  then B els e t r ue i . p . v .  A  -
1 B

—  —  —
Indien de berekening van B  v eel t i jd  vereis t, kan door  een dergelijke s c hr ijfwijz e
soms een besparing in  de rek entijd verkregen worden. Belangr ijk er  is ,  dat het
voor een bepaalde waarde van A  ongewenst kan z i jn  dat B  geevalueerd wordt.
Werken we bijvoorbeeld met een implementatie waarvan de ar itmet iek  b i j  deling
door 0  een niet  gedefinieerd resultaat lev er t,  dan zetten we i . p . v .  " a  /  b <  eps1"
wellic ht l iev er  iets  a ls  " b  + 0  A a /  b <  eps1". Wanneer  deling door  0  z elfs  a ls
een fout beschouwd wordt, dan moeten we hiervoor  wel schr ijven:
" i f  b  = 0  then false els e a  /  b  <  eps1".—  —  —

own (RR 5 5 . 2 . 5 )

Als  t ijdens  de uitvoer ing van een programma een block  wordt binnengegaan, z i jn  de
waarden van de daar  gedeclareerde s imple var iables  en ar rays  nog ongedefinieerd.
Dit  geldt ook  indien het block  reeds eerder  is  door lopen en deze grrootheden toen
wel een waarde hebben gekregen. Beginnen hun dec laraties  echter  met  het symbool
own, dan b l i j f t  hun waarde behouden. Voor  s imple var iables  en ar rays  waarvan de
bound pair  expressies constanten z ijn ,  kan men d it  opvatten als of z i j  i n  het buitenste
block  gedec lareerd z i jn  (afgezien van de mogelijkheid dat b i j  het  buitenste block
reeds een gelijknamige ent iteit  behoort) . Indien het block  waarbij de own gedec la-
reerde s imple v ar iable o f  ar ray  behoort in  een procedure body s taat, is  het  moge-
l i j k  nog andere interpretaties  aan own te geven, met  name als  het een procedure
betreft die rec urs ief  gebruik t wordt.
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In de  zogenaamde dynamische opvatting, waarmee in  de MC-r f-ALGOL-ver taler  ge-
experimenteerd is ,  bestaat voor  ieder  recurs ie-niveau een eigen set own s imple
var iables  en ar ray s . Volgens  een andere dynamische interpretatie bestaat een der -
gelijke s et v oor  elke plaats  in  het progr  mma waar  de procedure wordt aangeroepen,
alsof de procedure body steeds v oor  z o'n procedure aanroep gesubstitueerd wordt
(body replacement) . W i j  beschouwen hier  echter  s lechts  de s tatische interpretatie,
waarbij van elke own grootheid ten hoogste 1 waarde bekend is .
Men kan z ic h afvragen in  welke omstandigheden het z invol is  een grootheid own te

13 f o r  s tatements (RR 4.6)

declareren i . p . v .  deze gewoon in  het buitenste o f  althans een omvattend block  te
declareren.

Voor  s imple var iables  en arrays  met  vaste bound pair  waarden heeft d it  alleen z in
in een procedure, n l .  v oor  die grootheden waarvan alleen binnen de procedure de
waarde bepaald o f  gevraagd wordt, waarbij toc h deze waarde van de ene aanroep tot
de andere behouden moet blijv en: i n  d i t  geval zou dec laratie i n  een buitenbloek tot
gevolg hebben dat de procedure n iet  a ls  een zelfs tandige eenheid beschouwd kan wor -
den. Ee n  grootheid als  wagenstand (hoeveel symbolen staan e r  a l  op de regel)  en
case-definitie (hoofdletters  o f  k leine letters )  i n  een procedure die aangeboden s y m-
bolen omzet in  ponsingen voor  een Flexowr iterband, kunnen daar  het beste own ge-
declareerd worden. We  moeten e r  wel op een o f  andere w ijz e voor  zorgen dat d ie
grootheden eerder  een waarde k r ijgen dan e r  naar  hun waarde gevraagd wordt.
Dynamische own ar rays , met  var iabele bound pair  waarden dus, kunnen gebruik t
worden om geheugenruimte te  besparen in  het geval dat de subscr ipt expressions
in pr inc ipe ov er  een groot bereik  kunnen var ieren, t e r w i j l  toc h steeds over  een
beperkt bereik  tegelijk  de waarden onthouden behoeven te worden. (BUNT. een cyc lisch
magaz ijn o f  e e n  zogenaamde s tapel)  I n  het X8-ALGOL-sys teem z i jn  op het ogen-
b lik  own ar rays  nog niet  geimplementeerd. B i j  de meeste implementaties , waaronder
het Xl-ALGOL-s y s teem, z i jn  dynamische own ar rays  niet  toegestaan. D i t  is  we l het
geval b i j  de MC- I I - v er taler .

In een fo r  s tatement moet de s tatement achter  do worden uitgevoerd met die waarden
van de lopende var iabele, d ie door  de fo r  l is t  elements  worden bepaald.
Er  z i jn  dr ie  soor ten fo r  l is t  elements :
1. A r i t h m e t i c  express ion.
2. Step- unt il- e lement .  I n  veel implementaties  w ijk t  de werk ing op onderdelen af

van de werk ing beschreven in  RR 4.604.2. O m die reden vermijden we geval-
len waar in b ijv .  de  evaluatie van de stapwaarde neveneffecten geeft.

3. Wh i le - e lemen t .

Deze d r ie  mogen door  elkaar  i n  een fo r  l is t  gebruik t worden.
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Enige voorbeelden:

1. f o r  z := -  arc tan /  a) , s in  (z ) , 1 -  z  it% 2 do pr in t  (z)
TIE E K.E 3

2. Inv ullen van een codetabel:
wijzer :=
for  code:= 32, 1 ,  2 ,  19, 4 ,  21, 22, 7 ,  8 ,  25 do
begin VER T AAL [ c o d e l : =  wijz er :  = w ijz er  + 1 ;

CODE[wijzer]:= code
end

3. j  moet de getallen 1 t / m  n  doorlopen m a a r  het getal i  (waarbij 1  <  i  <  n)
overslaan.

for  j : = 1 E l m  1 unt i l  i  -  I ,  i  +  1E t p 2  1 un t i l  n  do

4, c  moet de c ijfer s  0  t / m  9  cyc lisch doorlopen, te  beginnen b i j  c i j f e r  cO.

for  c := c0 Et22
. 1  
u n t i l  
9 ,  
0  .
s 1 2 2
.  
1  
u n
t i l  
c
0  
-  
1  
d
o

5. O p los s ing  van x  = f  (x) met  x0 als  beginschatting, waarbij I f qx ) I  <  10
x:= x 0;
for  z2= f  (x) while abs (z  -  x )  >  - 5  x  ohs (z) do x := z
M a r . 1 . 3 0  M M E N . M . S T I N .



end
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14 H o e  wordt e e n - k t i _ _ _ o  ran _ 1 _ 1  a uit evoerd?mM
,
O
t
a
M  
-
M
t
a
.
t
g
r
n

Men zou kunnen denken dat een rekenmachine b i j  de uitvoer ing van een ALG O L-
programma de i n  z i jn  geheugen opgeslagen ALGOL-teks t door loopt, en b i j  het
vinden van een ident ifi er  s teeds weer  bepaalt welke ent iteit  bedoeld wordt, etc .
D it  is  n ie t  e r g  effic ient: v eel dat eens en voor  a l  gedaan kan worden, gebeurt
b i j  deze aanpak steeds opnieuw, hetgeen onnodig veel t i jd  kos t.
In de  prak t ijk  gaat men dan ook anders te  werk : men gebruik t een c ompiler  o f
ver taler , dat w i l  zeggen een programma dat a ls  input een ALGOL-programma
heeft en als  output een programma in  de code van de machine, het zgn. objec t -
programma. D i t  objec tprogramma wordt dan uitgevoerd.
Men kan voor  een machine verschillende v er talers  construeren: de ene z al s nel-

le r  werken en minder  geheugenruimte beslaan, de andere z al een effic ienter
objectprogramma leveren.
Door verschillende ver talers  z a l bijvoorbeeld de s tatement "x := a X  b + c  /  d"
verschillend ver taald kunnen worden. I n  ALGOL beschreven z i jn  dan twee moge-
li jk e ver talingen ervan (waarbij iedere s tatement een machinecode-opdracht is ) :

1, bEg la  real F ,  S i ,  S2, 53;  2 .  1 2
.
2 t a  r e a l  F ,  S i ;

F:= a ;  Sl:= F ;  F : =  a ;
F:= b ;  52:= F ;  F : =  F  x  b ;
F:= S i ;  F := F  x  S23 SJ:= F ;  S l : =  F ;
F:= c ;  52:= F ;  F : =  c ;
F:= d ;  S3:= F ;  F : =  F  /  d;
F:= S2;  F := F  /  S3; S2:= F ;  F : =  F  +  S i ;
F:= S i ;  1
1
: =  F  
+  
S 2
;  
S i
:
=  
1
1
;  
x
:
=  
F

F:= S i ;  x := F  e n d

In het  objec tprograrnma z ullen steeds s tereotiepe opeenvolgingen van machine-
code-opdrachten voorkomen, corresponderend met  een bepaalde "ac tie-eenheid",
bijvoorbeeid het ALGOL-symbool " * " .  O m  nu het objec tprogramma k or t  te hou-
den, is  het  nutt ig dat de v er taler  i n  plaats  van zotn opeenvolging een opdracht
s c hr ijf t ,  d ie  een (parameterloze) machinecodeprocedure aanroept, d ie  dan bestaat
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uit  de s tereotiepe opeenvolging van opdrachten. M e t  n
a b s "  i n  d e  A L G O L -
t e k s t
zou bijvoorbeeld een aanroep kunnen corresponderen van de ( hier  in  ALGOL
beschreven) machinecodeprocedure

procedure ABS;
begin F : =  Si;

i f  >  0 then g 2
.
1 2  L ;

—
1
1
:
=  
-
F
;

L: S I : =  F
end

Het arsenaal van machinecodeprocedures dat het objec tprogramma completeer t
heet het complex . H e t  objec tprogramma u it  het voorbeeld kan met  behulp van
een complex  als  v olgt  gerealiseerd worden:

1 2
.
2 g
2  
i
n
t
e
g
e
r  
i
;  
r
e
a
l  
F
;  
r
e
a
l  
I
r
z
a  
S
t
l  
:  
1
0
0
1
;

comment complex ;
procedure STAPEL; begin S[i]:= F ;  i := i  +  1 end;
a s t s a l m  ONTSTAPEL; begin i:= i  -  1 ;  F := SR] end;
EE2c edur e MUL;  begin ONTSTAPEL; F := F  x  S[ i -  S [ i  -  11:= F  end;
pLocedure DrV;122E121:= I -  1; ONTSTAPEL; F:= F /  S[i + 1]; STAPEL end;
a m
p A
t
E a  
A
D
D
;  
b
e
g
i
n  
O
N
T
S
T
A
P
E
L
;  
F
:
=  
F  
+  
S
[
i  
-  
1
1
;  
S
[
i  
-  
1
]
:
=  
F  
e
n
d
;

comment objec tprogramma; i := 1 ;
12202
. 
r e
a l  
x
,  
a
,  
b
,  
c
,  
d
;

t o 6 , 8  t  6 P

F:= a ;  STAPEL;
F:= b ;  STAPEL;
MUL;
F:= c ;  STAPEL;
F:= d ;  STAPEL;
DIV;
ADD;
ONTSTAPEL; x := F

end
end
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De complexprocedures z ullen in  het algemeen corresponderen met  eenvoudige ac -
tie-eenheden. Sommige machines hebben zodanig aan ALGOL aangepaste opdrachten,
dat eenheden als  " MU L " ,  "Dr y "  en  "ADD"  u i t  1 opdracht bestaan, zodat ze niet
meer i n  het complex  behoeven te worden opgenomen: i n  plaats  van de aanroep
van de procedure z et men dan liev er  de opdracht z elf .  Dez e machines kunnen
een ALGOL-programma s neller  en met  minder  geheugengebruik uitvoeren dan an-
dere machines. Z o  duur t op de X1 een ALGOL-programma 10 to t  20 maal z o
lang als  een zorgvuldig met  de hand geschreven equivalent machinecodeprogramma.
B i j  de X8,  met  z i jn  meer  op ALGOL toegespitste opdrachten, bedraagt deze
factor 2  to t  3 .

Waarom werk t nu b i j  een v er taler  het objeetprogramma langzamer dan noodzakelijk?
In het  algemeen omdat ook  in  de eenvoudigste gevallen rekening gehouden wordt
met de groots te complex iteit die kan optreden:
- -  Komt in  een ar ithmetic  express ion een for mal parameter  v oor , dan kan

evaluatie daarvan een recurs ieve aanroep van de procedure met  z ic h brengen,
maar i n  verreweg de meeste gevallen z al dat n iet  zo z i jn .

- -  Bi j  een fo r  s tatement kan tijdens  uitvoer ing de lopende var iabele van ident iteit
veranderen, a l  gebeurt dat mees tal niet .

— Een go to s tatement kan buiten het block  voeren, maar  doet dat vaak niet .
De c ompiler  geeft dus steeds een algemene ver taling, en het complex  bevat de
meest algemene routines .

15 _Ti•dsduur en laa t s r u imte   van het r o  r amma

Hoelang uitvoer ing van een ALGOL-programma duur t, en hoeveel r u imte het p r o -
gramma in  z al nemen, hangt s terk  a f  van het gebruik te ver talersys teem. We
zullen h ier  dus n ie t  een volledige handleiding geven voor  het berekenen van
de benodigde plaats  en t i jd  voor  het gehele programma.
Wel is  het  nutt ig, te  kunnen bepalen voor  kor te stukken ALGOL-programma,
wat u i t  een oogpunt van effic iency de beste formuler ing is .
In r uwe benadering kan men de t ijdsduur  resp. lengte van een s tatement
schatten door  de t ijds duur  res p r uimte van delimiter s  en identifiers  op  te
tellen. Voo r  de X1 en de X8 bedragen plaats  en r uimte (De gegevens v oor  de
X8 z i jn  tentatief, uits luitend voor  de v ergelijk ing vermeld) :



Voor de X1 geldt nog het volgende:
- -  Het ingaan en vervolgens weer  ver laten van een block  vergt 4  msec .
- -  De cons truc tie " f o r —  u n t i l  d o "  neemt 13 geheugenplaatsen in .
- -  De cons truc tie " i f . . . t hen .—  else" neemt 3 plaatsen in  en vergt 1 ms ec .—
- -  De fo r  s tatement met  een s impele lopende integer  var iabele, en con-

stanten o f  s imple var iables  a ls  beginwaarde, stapgrrootte en eindgrens
vergt 7 .5  msec  per  s lag.
"g2 J2 LABEL"  v ergt  een verwaarloosbare t i jd  en neemt normaal 1  plaats  in.
Een label v oor  een statement neemt geen plaats  in .
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X1 systeem X8 systeem

integers 1 2 plaatsen .5 msec 1 plaats  2 . 5  mmsec
1 plaats 1 m s e c 3 plaatsen 12.5 mmsec
1 plaats .5 msec 1 plaats  5  m m s e c

x 1 plaats 1 m s e c 1 plaats  4 0  m m s e c
1 plaats 1 m s e c 1 plaats  1 9 1  m m s e c

reals 2 plaatsen 1 m s e c 1 plaats  5  m m s e c
1 plaats 1.5 msec 1 plaats  2 . 5  mmsec

- 1 plaats 2.5 msec 1 plaats  5  m m s e c
x, / 1 plaats  3  m s e c 1 plaats  6 5  m m s e c
iN 2 3 plaatsen 10 m s e c

Booleans b 2 plaatsen .5 msec
:=, A,  1 ,  > etc

sul [ i l l

1 plaats

3 plaatsen

1 m s e c

3 m s e c 53 m m s e c
[11, 121 5 plaatsen 5 m s e c 53 +  8 6  mmsec

[11, 12, 131 7 plaatsen 7 m s e c 53 +  172 mmsec

voorbeeld Loont het de moeite v oor  het X1 systeem de fo r  s tatement u i t  te
schrijven?

"for  1:= 1  t t ,92 1 un t i l  1000 do"  v ergt  volgens het bovenstaande
7.5 seconden en 22 plaatsen.

11
1:
= 
1
;  
B
B
:  
i
f  
=  
1
0
0
0  
t
h
e
n  
e
l
s
e  
i
:  
I  
+  
1
;  
E
2
.
1
2  
B
B  
e
n
d
"

neemt 22 plaatsen in  en vergt 6 .5  seconden.
(Bij nauwkeurige meting z i jn  de t ijden res p 7.6 en 5 .8  seconden).
In het  algemeen loont het n iet  de moeite, v oor  z o'n k leine t i jd -
winst de overz ichtelijkheid van het programma op te offeren.
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voorbeeld Op een bepaald punt in  het programma moet vaak worden uitgerekend,
voor verschillende waarden van i ,  j  en k :

s i +  A[ i ,  j ,  k l ;  1 + 1 , 5 + 1 + 2 „ 5 + 1 + 7 =  14 msec
s2;-- s2 +  A[1, j ,  k l  x  A[ i ,  j ,  k ]  1 4 + 3 + 1 + 7 =  25 msec

Op de X1 duur t  d i t  per  keer  ongeveer 39 msec , Sc hr ijv en we echter :
a;=! Af t ,  j ,  k
]  
1 +
1 0
5 +
1 +
7 =  
1
0
.
5  
m
s
e
c

al +  a  1 + 1 . 5 + 1 + 2 0 5 + 1 =  7  m s e c
s2 +  a  x  a  7 + 3 + 1 =  11 m s e c

dan duur t de berekening 2805 msec .
Voor de X8 z i jn  deze t ijden .82 en „25 msec . Bl i jk baar  loont  het b i j
sommige machines i n  sommige gevallen de moeite om de waarden van
een ar ray -element, waarnaar  enige malen gevraagd z al worden, aan een
hulpvariabele toe te  kennen.

Opvallend is ,  dat de X1 n ie t  alleen veel langzamer is  dan de X8,  maar  dat de
tijden v oor  de verschillende X1 operaties  n ie t  v eel van elk aar  verschillen,
te r w ij l  b i j  de X8 wel degelijk  aanmerkelijk  v ers c hil i n  t i jd  is  tussen de
operatoren onder ling
.Bi j  de X1 neemt het eigenlijk e rekenwerk  minder  t i j d  i n  bes lag dan de daarvoor
vereis te adminis trat ie. B i j  de X8 is  de adminis trat ie mees tal v eel ger inger
(Bij subscr ipted v ar iables , waar  de adminis trat ie v r i j  uitgebreid is ,  i s
de snelheidsverhouding van de twee machines dan ook  duidelijk  minder  groot) ,
Het X1  en het X8 systeem v ormen h ier in  twee ex tremen, andere systemen be-
vinden z ic h daartussen, o f  n iet  v er  daarvandaan.

Uit bovenstaande c i j fe r s  b l i jk t  dat  over igens equivalente s c hr ijfwijz en vaak
een verschillende duur  van uitvoer ing hebben, bijvoorbeeld " a  x  a "  k an
equivalent z i jn  met  " a  /I\ 2"  maar  de t ijden hoeven niet  ge l i jk  te z i jn  (X1
5 ms ec  r es p 11 msee) .
Blijk baar  i s  het  mogelijk ,  door  het Mezen van een geschikte s c hr ijfw ijz e
een programma enigz ins  te  versnellen. Hoewel verschillende systemen duidelijk
verschillende eigenschappen hebben, is  het  toch mogelijk  hierv oor  enkele
suggesties t e  geven, d ie  een grotendeels algemene geldigheid z ullen hebben.
Een gevolg van d i t  versnellen kan z i jn  dat de cons truc tie van het programma
minder ov erz ic htelijk  wordt, Men  moet z ic h er  s teeds rekenschap van geven
of d i t  v er lips  aan elegantie en het ex tra benodigde denkwerk opwegen tegen
de te  behalen t ijdwins t.  Bes teed dus de meeste energie aan het optimalis eren
van d ie  stukken programma d ie  het mees t worden door lopen, bijvoorbeeld
binnen (geneste) f o r  s tatements .
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st_lamttLe Laat geen werk  dubbel doen„
Wordt naar  de waarde van een bepaald ar r ay  element enkele malen ge-
vraagd, ken hem dan toe aan een hulpvar iabele. Hebben enige expres -
sies subexpressies gemeen, ken die dan toe aan een hulpvar iabele,
Maak b i j  procedure dec laration, daarvoor i n  aanmerk ing komende par a-
meters value.

st_ltamtLe Binnen geneste fo r  s tatements: reken een van een o f  meer  lopende
variabelen afhangend tussenresultaat u i t  z o gauw dat kan. Ste l de
berekening niet  u it  t o  i n  de "k ern"  v an de fo r  s tatements .

suggestie B i j  de meeste ALGOL systemen staan codeprocedures t e r  beschikk ing,
die aanmerkelijk  s neller  werken dan de corresponderende ALGOL proc e-
dures. G ebruik  d ie procedures dan ook.

m g y s l le
.  
V a a
k  
g e
e f t  
e
e
n  
e e
n v
o u
d i
g e  
m
a t
h e
m
a t
i s
c h
e  
h
e
r
s
c
h
r
i
j
v
i
n
g  
e
e
n  
e
f
f
i
c
i
-

enter proces.

sjime_slia Maak niet  onnodig een vaak doorlopen compound s tatement tot  block ,
door e r  een dec laratie te  laten plaatsv inden. Ee n  compound statement
binnen een fo r  s tatement is  n iet  noodzakelijk  een block . We l  is  de
body van een procedure in  de meeste systemen een block . Sc hr i j f
desnoods een procedure aanroep in  een veeldoorlopen tr ajec t  u it .

voorbeeld Berekend moet worden "(exp (x) -  ex
-
p ( - x ) )  /  ( e x p  
( x )  +  
e x p  ( -
x ) ) "

Ingewikkelde standaardroutines a ls  " s in " ,  "arc tan"  en  "exp" duren
erg lang. We  kunnen de uitdrukk ing herschr ijven tot
"1 -  2  /  (exp (2 X x )  +  1) " ,  welke uitdrukk ing dr iemaal z o snel
berekend wordt.

voorbeeld Stel, i n  het gebruik te systeem hebben we de beschikk ing over  de s tan-
daardprocedures SOM en INTEGRAAL, met voor de hand liggende betekenis.
"SOM (1, 1 ,  n ,  SOM ( j ,  1 ,  m ,  INTEGRAAL (x , x 0, x l ,

SW x  P  ( j)  X Q  (1, j )  x  R  (1, j ,  x ) , tolerantie) ) ) "
is beter  te  berekenen als

"SOM ( I ,  1 ,  n ,  S (1) x  SOM ( j ,  1 ,  m ,  P  ( j)  x  ( i ,  j )
INTEGRAAL (x , x0, x l ,  R  ( i ,  j ,  x ) , tolerantie) ) ) ".

Bovendien loont het b i j  grote n  waars c hijnlijk  de mc eite de waarden
van P  in  een hulparray  op te  s laan, omdat ze anders  v oor  iedere
waarde van 1 opnieuw berekend moeten worden.
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Over geheugengebruik v alt  algemeen het volgende te  zeggen:
Tijdens  uitv oer ing van het programma moet het geheugen bevatten

— het complex
— het  objec tprogramma

de r u imte  voor  de var iables
- -  de werk ruimte voor  de adminis trat ie.

De lengte van het complex  heeft de programmeur  n iet  in  de hand. D e  benodigde
werk ruimte speelt alleen een r o l  b i j  een programma dat uitgebreid gebruik
maakt van rec urs iv iteit .  O m het objectprogramrna noemenswaardig k or ter  te
maken zou de programmeur  a l  v r i j  grote wijz igingen in  z i jn  programme aan
moeten brengen. B l i j f t  over  de r u imte voor  de var iables , zowel s implii't als s ub-
scr ipted var iables . H e t  aantal s imple var iables  z a l noon groot z ijn ,  a l  was het
maar omdat de programmeur  ze s tuk  voor  s tuk  moet dec lareren e n  ar r ay
daarentegen van 10 000 elementen kan de programmeur  met  n iet  meer  'moeite
declareren dan een van nul elementen.

Komt een programma in  ruimtenood, dan moet de programmeur  in  eers te ins tan-
t ie proberen ruimte te winnen door de benodigde ruimte voor arrays te  verminderen.
Hij k an overbodig geworden arrays  v erwijderen door  blokver lating, voordat
h ij nieuwe dec lareer t, o f  een ar ray  op verschillende plaatsen verschillende
functies laten vervullen. Integer  ar rays  van k leine integers  kan h i j  "pakken",
dat w i l  zeggen meer  dan een integer  i n  een arrayplaats  opbergen. I n  het a l -
gemeen moet h i j  een equivalente s c hr ijfwijz e van het programma v inden, d ie
minder  ar ray ruimte v ereis t.
In het  ergs te geval kan het programma -
in  a u t o n o m e  
s t u k k e n  
g e s p l i t s t  
w o r d e n ,

die na elkaar  gedraaid worden, waarbij ieder  deel een k or ter  objec tprogram-
ma en misschien minder  geheugenbehoefte heeft.
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16 N o g  lets  ov er  t i lden en effic iency

De t ijds duur  van de standaardfuncties voor  het X l -  en het X8-ALGOL-sys teem
(tijden v oor  de X8  nog met definitief) '

X1 X 8

scirt 4  4  msec  3 6 5  mmsec
in 2 6 , 7  msec  5 9 1  mmsec

exp 2 4  7  msec  7 4 0  mmsec
cos 2 8  2  msee 6 4 0  mmsec
sin 2 4  6 msec  6 7 0  mmsec
arctan 1 0 9  2  msec  7 2 8  mmsec

Ter  v ergeli Jong
3 14 2  9  msec  1 5  mmsec

Als  b i
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zowel in  t i jd  a ls  i n  geheugengebrulk aanz ienlijk  effielenter  k an z i jn
Het I n t l  ekenen b:Jv v a n  m  -I- n  x  ( n -  1)  v ergt op de X8 ongeveer 120 mmsec  en
8 plaatsen V o o r  ( n -  x  n  m  is  d i t  ongeveer 90 mmsec  en 4  plaatsen W e
kunnen d i t  begr ijpen als  we weten hoe beide expressies v er taald worden

In 4
-  
n  
x  
(
n  
-  
1
)
-  
(
n  
-  
1
)  
x  
n  
+  
m
,

= n::
St = F  F = , F  -  1,:

F = F
x
n ;

F +  m
n
.F 1 , „
F x

F F  +

Dit k an biwoorbeeld b i l  de berekening van een polynoom van groot beiang Zi311
a0 +  x  x  ( a l  +  x  x  (a2 +  x  x  (a3 x  x  (a4 +  x  x  a5)))) ' +  495 mmsec,' 29 plaatsen
lq(a5 x  x  + a4) x  x  a 3 )  x  x  + a2) x  x  + a l )  x  x  + aO +  360 mms ec ; 11 plaatsen
Uiteraard schr ijven we niet,
a0 + a l  x x  + a2 x * 2  + a3 x  x 4  3 + a4 x x 4  4 + 25 .
5(  s .  + 2 0 0 0  
m m s e c :  
4 1  
p l a a t s e n
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Nog een voorbeeld:
We w i l len  de r es t term berekenen die ontstaat wanneer we de Tay lor reeks  v oor
sin (x )  na de te r m met  x  *  9 afbreken:
s in (x) =x  -  x  41/4 3 /  fac  (3) + x * 5  /  fac (5) x * 7  /  fac  (7) + x * 9  /  fae (9) + R (x)

real RE222aumt I t  (x ) ; value x ;  r eal x ;
begin r e a l  x 2;

x2:= x  x  x ;
R:= s in (x) -  ((((x2 /  72 -  )  X X2 /  42 + 1) x  x2 /  20 -  1) x x2 /  6 + 1) x  x

end

Opmerking. D e  t ijden in  het voorafgaande z i jn  v ermeld om een indruk  te geven van
de tijdsverhoudingen tussen verschillende operaties  e .  d. We  gebruiken ze daarom
niet om de effic ients te t e  bepalen van twee vers ies , indien dat niet  op het oog kan.
Indien het v ers c hil i n  t ijdsduur  n iet  onmiddellijk  te z ien v alt  z al d i t  waars c hijnlijk
te k le in  z i jn  om de moeite van het narekenen te belonen. Het  gemak van ALGOL,
n i
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bekommeren, zou h ier b ij v er loren gaan.
Men kan het z ic h ook, ten koste van de effic iency, t e  moeil i jk  maken, door  iets  i n
ALGOL te  omschr ijven wat daar in ook rechtstreeks kan worden uitgedruk t.
1. W e  schr ijven

niet i f  x  <  0 then - x  else x  m a a r  a b s  (x)—  —
niet e x p  ( in  (a) x  b)  m a a r  a  *  b
niet e : =  2.718; z := e  4  q  m a a r  z : =  exp (q)
niet a  *  (1 /  2)  m a a r  s c i r t  (a)
niet 1 . 5  x  10 4  (-3) m a a r  5
1 0
- 3
niet ( - 1 )  x  r  m a a r  - r
niet i f  s  t h e n  true els e fals e m a a r  s  0

2. V e r d e r  bedenken we dat het geen z in  heeft de waarde van een expressie aan
een var iabele toe te kennen, indien de waarde van deze var iabele vervolgens
slechts 1  k eer  gebruik t wordt. Me n  schr ijve dus niet :

p:= Z ERO  (n, b ,  e ,  fn,  pr )
om vervolgens p  alleen te gebruiken voor: p r i n t  (p) .
We schr ijven dan: p r i n t  (ZERO (n, b ,  e ,  fn,  pr ) ) .
Ook niet:  t : =  ent ier  ( k  x  f ) ;  n:= k  x  k  -  1

als vervolgens t  en n  alleen gebruik t worden in :  q : =  t  n .
Men schr ijve dan: q : =  ent ier  ( k  x  f )  :  ( k  x  k  -  1) .

Nog
, 
e
e
n  
v
o
o
r
b
e
e
l
d
:  
/  
p
;  
w
:
=  
1  
/  
d
;  
c
r
:
=  
a
b
s  
(
q
)
;  
m
:
=  
n  
x  
q  
4  
w
.

Beter is :  a b s  ( f  /  p) ; m:= n  x  q  4  (1 /  d)
en nog beter  nu: m : =  n  x  abs  ( f  /  p) 4  (1 /  d) .
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3. F o r  s tatements d ie  dezelfde fo r  l is t  hebben en waarbij de ene niet  op het
resultaat van de gehele andere f o r  s tatement behoeft te wachten, kunnen samen-
getrokken worden. I n  plaats  van:

for  j : = 1s :
.
1
.
9
.
2
.  1  
u n t i
l  
m  
d
o  
C
[ j
,  
j
]
:
=  
1  
/  
C
[
j
,  
j
]
;

for  j : =  1  Et9
.
2
.  1  
u n t i l  
m  
d o  
C
I  
j ]
: =  
1  
-  
C
[
j
,  
j
]

schrijven we beter :

for  j : = 1  Ets
.
E
. 1  
u n t i l  
m  
d o  
1
.
2 2 k
a  
C
O
,  
j ]
: =  
1  
/  
C
[
j
,  
j
]
;  
C
[
j
,  
j
]
:
=  
1  
-  
C
[
j
,  
j
]  
e
n
d

en nu z ien we dat we nog beter  kunnen schr ijven:
for  j : =  1s l m  1 un t i l  m  do C [ j,  j ] := 1  -  1  C [ i o  j1

4. E r  z i jn  twee vaak voorkomende gevallen aan te geven waarbij het  n iet  z invol is
een ar r ay  te  gebruiken o f  waarbij althans een der  indices  overbodig is .

De eers te overbodige ar ray -soor t is  d ie,  waarbij na toekenning van een
waarde aan een element de waarden van de eerder  berekende elementen

niet meer  gebruik t worden.
Als  we bijvoorbeeld 1/1 + 1 /2  +  1/3 +  •  +  1 / n  w illen berekenen als  volgt:

A[0]:= 0 ;

for  j : =  1  5
.
2 2  1  
u n t i
l  
n  
d
o  
A
[ j ]
: =  
A
[
j  
-  
1
]  
+  
1  
/  
j

dan kunnen we de ar r ay  A  door  een s imple var iable vervangen:
A:= 0 ;

for  j : -  1  E l m  1 un t i l  n  do A:= 1 /  j  +  A
Van de tweede overbodige ar ray -s oor t komen de elementen steeds v oor  met
als index-express ie een getal. H ier b ij i s  de ar ray  een verzameling op z ic h-
zelf staande var iabelen, geen gestructureerde verzameling.
Voorbeeld

A[1]:= read; A[2]:= A[1]  +  1 ;  A[3]:= A[1 ]  /  A[2] ;
for  k := 4,  5  do A[k ]:= l n  (A[k  -  2]) ;
z:= b  x  A[4]  /  A[2]  + c  x  A[5]  /  A[3] ;
w:= a  x  A[1 ]  + b  x  A[4]  /1  ̒2 +  c  x  A[5]  4\ 2

We gebruiken h ier  l iev er  5  s imple var iables :
A:= read; B:= A  + 1;  C:= A  /  B;
D:= l n  (B ) ;  E :=  I n  (C);
z : = b X D / B i - c x E /  C ;
w : = a x A + b x D x D + c x E x E

Wanneer i n  d i t  tweede geval naast de overbodige index  ook z involle indices
voorkomen, b i jv ,  r e a l  a r m _  PARAM[1 :  5 ,  1 :  k ,  1 :  n ] ,  dan dec lareren
we natuur lijk :  r e a l  array_ PA,' PB, PC,  PD,  PE(1 :  k ,  1 :

Als  voorbeeld van het overbodig gebruik  van ar rays  en van nog enkele andere
genoemde fouten z ullen we een programma geven voor  het berekenen van e  en 1 /e .
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Zoals bekend: e  =  1 +  1 /  fae (1) +  1 /  fac  (2)  +  1 /  fac  (3) +
1/e = 1  -  1 /  fac  (1) +  1 /  fac  (2) -  1 /  fac  (3) +

We z ullen eers t overbodige ar rays  gebruiken en het programma vervolgens s tap
voor s tap verbeteren. G a na hoe mees tal een verbeter ing pas dank z i j  de v or ige
stap mogelijk  wordt.

begin i n t e g e r  n ;  n:= read;
begin i n t e g e r  k ;  r ea l p ;  r ea l ar r ay  A ,  B[1 : 2, 0  :  ni, FAC[0 :

FAC[0]:= 1 ;

for  k := 1  21
.
22
.  1  
u n t i l  
n  
d o  
F A C
[ k ]
: =  
F
A
C
[ k  
-  
1
]  
x  
k
;

A[1, 0]:= A[2,  0]:= 1 ;

for  k := 1  a t m
.  1  
u n t i l  
n  
d o

begin B [ 1 ,  l a =  1 /  FAC[k ];
B[2, l a =  ( -1)  4  k  /  FAC[k ];
A[1, l a =  A[1,  k  -  1 ]  +  13[1, k b
A[2, l a =  A[2,  k  -  1 ]  + B[2,  Id

end
end

We z ien in  het programma dr ie par alle lle for  statements: for  k := 1 E lm  1 unt il n  do
We trekken deze samen en schrappen tevens de var iabele p ,  waarvan de waarde
immers  s lechts  1  k eer  wordt gebruik t.

begin i n t e g e r  n ;  n:= read;
begin

end
end

1

ends
9 g1 . 2 . 1 4 .

for  k := 1  Lt2p
. 1  
u n t i l  
n  
d o

begin NLCR; pr in t  (A[1, l a ;  pr in t  (A[2, l a  end;
NLCR; p:= A[1,  n i  x  A[2,  n ] ;  pr in t  (p)

integer k ;  r ea l ar r ay  A ,  B[1 :  2 ,  0  :  n ] ,  FAC[0 :  n i ;
FAC[0]:= 1 ;  [ 1 , 6 3  P E e , , o i  2 .13

for  k := 1 a t
.
2 2  1  
u n t i l  
n  
d o

1 2
.
e
.
p a  
F
A
C
[
l
a
=  
F
A
C
[
k  
-  
1
]  
x  
k
;

B[1, l a =  1 /  FAC[k ];
B[2, l a =  ( -1)  *  k  /  FAC[k ];
A[1, k ]:= A[1.  k  -  11 + 13E1, k b
A[2, l a =  A[2,  k  -  i i  +  B[2,  k ] ;
NLCR; pr in t  (A[1, l a ;  pr in t  (A[2, k l)

end;
NLCR; pr in t  (A[1, n ]  x  A[2 n ] )
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In bovenstaande tweede vers ie z ien we dat de ar r ay  FAC to t  de eers te s oor t der
overbodige ar rays  behoort: Heeft FAC[k ] eenmaal een waarde, dan worden FAC[k -  11
en de daaraan voorafgaande elementen van FAC n ie t  meer  gebruikto D e  index  van
FAC k an dus achterwege blijv en. Hetzelfde geldt v oor  de tweede index  van A  en B.

begin i n t e g e r  n ;  n:= read;

begin ! E l a m  k ; r ea l F AC;  r ea l ar r ay  A ,  13[1 :  2 ] ;
A[1]:= A[2]:= 1 ;

for  k := 1 s tep 1 un t i l  n  do
begin F A C : =  FAC x  k ;

B[1]:- 1  /  FAC;
13[2]:= ( -1)  it% k  /  FAC;
A[1]:= A[1]  + B[1] ;
A[2]:= A[2]  +  B[2 ] ;
NLCR; pr int  (A[1]) ; pr in t  (A[2])

end

end;
NLCR; pr in t  (A[1] x  A[2])

end

We z ien nu dat de ar rays  A  en B to t  overbodige ar rays  van de tweede soor t
z ijn geworden: alleen A[1],  A[2],  B[1]  en B[2]  verschijnen in  de teks t. ( I n  feite
was de eers te index  van A  en B  a l  vanaf het begin overbodig). We  nemen dus
liev er  v ie r  var iabelen: e l ,  e2, t e r m l  en  term2. Ver de r  is  het  nu onnodig een apar t•
binnenblock te introduceren
,

begin i n t e g e r  n ,  k ;  r eal F AC,  e l ,  e2, t e r m l ,  ter m2;
n:= read; FAC:= e l : =  e2:= 1 ;

for  k := 1 2122 1 un t i l  n  do
begin F A C :
- -
-  
F A C  
x  
k ;

ter ml:= 1 /  FAC; term2:= ( -1)  ilk k  /  FAC;
el:= e l  +  t e r m l ;  e2:= e2 +  term2;
NLCR; pr in t  ( e l) ;  pr in t  (e2)

end

end;
NLCR; pr int  ( e l  x  e2)



effic ienter door  term2 steeds te  vervangen door  - ter m2 /  k , waardoor  FAC ov er -
bodig wordt.

begin

De uitdrukk ing ( -1)  4 k  zorgt v o t r  het alternerend teken van term2. D i t  kan veel
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end

integer n ,  k ;  r eal e l ,  e2
9 t e r m ;n:= r ead;  e i :  = e2:= ter m:= 1 ;

for  k := 1 aLe i 1 un t i l  n  do
begin t e r m : =  - t e r m /  k ;

el:= e l  +  abs ( term) ;
e2:= e2 +  ter m;
NLCR; pr in t  ( e l) ;  pr in t

end;
NLCR; pr int  ( e l  x  e2)

(e2)
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17 E l t i s i m s x
.
m aTot nu toe is  s teeds gesproken over  effic iency i n  detailpunten: steeds wer d getoond
hoe een bepaald proces op effic ientere w ijz e kon worden geschreven, Va n  hoger
belang is ,  dat het proces z e lf  effic ient i s  e n  in  het volgende z ullen we aanwijz ingen
en voorbeelden in  die r ic ht ing geven.
Voorbeeld,. La ten  we het probleem aanpakken van het naar  grootte rangschikken van
de elementen van een ar ray . Ee r s t  zetten we het groots te element van de ar r ay  op
de laats te plaats , vervolgens het op 1 na  groots te op de op 1 na laats te plaats , enz,-
We k r i jgen het groots te element achteraan door  van voren a f  e lk  tweetal elementen
te verwisselen als  het  niet  in  de ju is te volgorde s taat,

me e d u r e  SORT1 ( A,  n) ;  value n ;  in t s z y  n',! ar ray
. A ;b e t a  i n t e g a
.  k ,  j ;  
r e a l  
z ;

for  lv = n  s te2 -1 un t i l  2  do
for  j : = 2  s tep 1 un t i l  k  do

m m a lm r . .0 .0  O S O m a t a '

be i f  A( j1 < -  11 then
1 2
.
9 1
1
,  
z
7
=  
A
f
j
1
;  
A
E
j
1
:
=  
-  
1
1
,  
A
[
j  
1
1
.
=  
z  
e
n
d

end
end

We kunnen d i t  proces  effic ienter  maken door  minder  verwisselingen te doen'
i , p . v ,  e l k  verkeerd geordend tweetal opeenvolgende elementen te verwisselen
kunnen we ineens het  max imum van de reeks zoeken, en d it  groots te element met
het laats te verwisselen. Z o  k r ijgen we'

procedure SORT2 ( A,  n) ;  value n ;  i n t s
.
r
a
m  n ;  a r r a y
.  A ;

be i r
.
A m
e r  
k
,  
j
,  
j
m
a
x
;  
r
e
a
l  
A
m
a
x
;

for  k := n  sten, -1 un t i l  2  do
in j m a x ; =  1 ;  Amax:= A( jmaxL,

for  j : =  2  s t a
.  1  
u n t i l  
k  
d o

b e n  i f  AU j i>  Amax  then
becrin jmax
.
, = j ;  
A m a
x  
. =  
A f j
m a
x 1  
e
n
d

end
V 42.11.8.11ING

end;

A[jmax1:= Alk ] ;  A[k ]:= Amax

end

Dat het  proces nog veel effic ienter  k an worden inger ic ht b l i jk t  u i t  de procedure

Quicker,sort (Comm, A C M  8 (1965) 11, Algor ithm 271),
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aantal dec imalen

relatieve prec is ie
blok jes-
methode

trapez ium-
regel

regel van
Simpson

1 4 2 3
2 37 4 3
3 361 11 5
4 3607 32 7
5 +36000 96 11
6 302 17
7 951 27
8 +3000 49
9 +9500 83

10 147
11 247

Ter  v ergelijk ing de t ijden voor  het Xl-ALGOL-sys teem v oor  een ar r ay  van 50
elementen:

SORT1 ( A,  50) 4 5  sec
SORT2 ( A,  50) 2 6  sec
Quickersort (A,  50) 1 0  sec

Hier  b l i jk t  dat het  goed is  v oor  d i t  s tandaardprobleem een oploss ing u i t  de l i t e r a -
tuur  t e  nemen. D i t  geldt ook voor  veel numer ieke problemen, zoals  het v inden van
een nulpunt, het  benaderen van een func tie door  een pol3rnoom enz .
Voorbeeld. We  beschouwen de integratie van een reele func tie f(x )  ov er  het interv al
a <  x  <  b.  We  verdelen het interv al i n  s tuk jes van lengte h,  bepalen de integraal_ —
over ieder  s tuk je met  een benaderingsformule, en v inden een benadering van de
totale integraal door  de som van deze waarden te  nemen. A l s  benaderingsformule
voor de integraal van x0 to t  x0+h kunnen we nemen:
1. blok jesmethode h  x  f(x0)
2, t r apez iumregel h / 2  x  (f(x0) +  f(x0 +  h))
3, r e g e l  van Simpson h / 6  x  (1(x0) +  4  x  f(x0 +  h/2)  +  f(x0 +  h))
We passen deze formules  toe om 1 / x  te  integreren over  1  <  x  < 2,  hetgeen als
resultaat In(2) =  .693147180560 moet opleveren. We  bepalen het antwoord in  een
bepaalde prec is ie met  de verschillende methoden, en k ijken dan hoe effic ient z e
zijn. E e n  goede maats taf voor  de effic iency  geeft het aantal malen dat de integrand-
functie berekend moet worden.

We k r i jgen dan de volgende tabel:
aantal evaluaties benodigd b i j

Uit deze tabel b l i jk t  wel duidelijk  dat de r egel van Simpson verreweg het effic ient-
ste proces  geeft, en dat de blok jesmethode niet  prak tisch bruikbaar  is .
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In het  volgende voorbeeld wordt een v eel eenvoudiger en effic ienter  proces  v er k r e-
gen door  een formule iets  anders t e  schr ijven. Gevraagd wordt gemiddelde en
spreiding te berekenen van getallen x (1] t / m  x [n] ,  d ie op een getalband staan, v oor -
afgegaan door  de waarde van n.  D i t  kan als  v olgt:

la t a 2 E n; r ea l gemiddelde, spreiding;
n:= r ead;

122
.
gir l 
1
2
1
1
2
.
a
m  
i
;  
r
e
a
l  
s
,  
s
x
;  
r
e
a
l  
a
r
r
a
y  
x
[
1
,  
:

sx:= 0 ;

for  i : = 1  p_t_22
. 1  
u n t i l  
n  
d o

begin x [ i] := read; sx := s x  + x { i]  end;
gemiddelde:= s x  /  n ;  s := 0 ;

for  i : = 1  Lt9
.
2
.  1  
u n t i l  
n  
d o  
s :
=  
s  
+  
( x
[ i
]  
-  
g e
m i
d d
e l
d e
)  
2
;

spreiding:= sc ir t (s  /  (n -  1))

end

end;
0 0 0 0 0 • 0 • •

end

Nu i s  ( x [ i ]  -  gemiddelde) 4, 2 =  x t i ]  it\ 2 -  2  x  g e m i d d e l d e  +  gemiddelde 4, 2.
Wanneer we dus  reeds  t ijdens  het lezen ook nog de som van de x [ i l  /1\ 2 opbouwen,
kunnen we de s preiding achteraf zonder sommatie berekenen en is  het  n iet  nodig
de (mogelijk  z eer  vele)  afzonder lijke x [ i ]  tegelijk  te onthouden:

be i s I 2 g a r
.  i ,  
n ;  
r e a l  
x ,  
s x
,  
s x
2 ,  
g e m
i d d
e l d
e ,  
s p
r e
i d
i n
g ;

n:= r ead;  sx := s x 2:
,
= 0 ;for  1:= 1 21
.
y
.
p
.  1  
u n t i l  
n  
d
o

122E12 x:= read; sx := s x  + x ;  sx2:= sx2 +  x  x  x  end;
gemiddelde:= s x / n ;  spreiding:= sqr t ((sx2 -  gemiddelde x s x ) / ( n -  1));

•  0 0 0 9 0 0 0 0
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18 Ef fi c ienc  d o o r  betrouwbaarheid

Doordat de programmeer taal ALGOL i n  vergelijk ing met  eerdere programmeertalen
voor de programmeur  een veel gemakkelijker  hanteerbaar ins trument is ,  i s  het  lo -
nend geworden programma's  te  schr ijven die s lechts  enkele malen o f  zelfs  eenmaal
behoeven te worden uitgevoerd voor  problemen die v roeger  met  een tafelrekenma-
chine zouden z i jn  opgelost. Voor  zulke programma's  is  het a l  weinig z invol v eel
moeite te besteden aan het verkorten van de t i jd ,  benodigd voor  uitvoer ing van het
programma; h ie r  is  v ooral van belang hoeveel t i j d  v er s tr ijk t  tussen de oorspronke-
lijk e for muler ing van het probleem en het gereed komen van de resultaten.
In de prak t ijk  b l i jk t  dat deze t i jd  b ijna a lt i jd  veel gr oter  is  dan nodig zou z ijn ,
doordat e r  zoveel fouten gemaakt worden. Wanneer  we door  een bepaalde manier
van programmeren minder  fouten zouden maken, o f  minder  t i jd  nodig zouden hebben
om een gemaakte fout op te sporen, kan daarvoor gerus t iets  worden pr ijsgegeven
van de snelheid van het programma. I n  feite geldt ditzelfde ook  v oor  produk tiepro-
gramma's , d ie  vaak  uitgevoerd moeten worden: de resultaten z i jn  n iet  meer  waard
dan de mate waar in w i j  op hun juis theid mogen vertrouwen, en helaas is  het nooit
mogelijk  voor  100 procent de cor rec theid van een programma te garanderen (wat
al b l i jk t  u i t  het  fe it  dat ook na lange t i jd  nog fouten worden ontdekt in  goed geteste
en vaak  gebruik te programma's ) .
De belangr ijk s te d r ie  soor ten fouten z i jn  wel:
— f o u t e n  tegen ALGOL
— v er gis s ingen en verschr ijv ingen
— onvoldoende geldigheid van het proces
Op de eers te s oor t  fouten z al h ier  n ie t  verder  worden ingegaan.
De bes te remedie tegen vergiss ingen en verschr ijv ingen is  v ermoedelijk  het v erho-
gen van de leesbaarheid van de programmateks t, zodat de fouten eerder  opvallen.
Wat de laats te s oor t fouten betreft: Aller eer s t  moet getracht worden steeds een
proces t e  k iezen en te programmeren dat zo algemeen mogelijke geldigheid heeft,
waarbij dus  v oor  de toepasbaarheid van het proces geen res tr ic t ies  gelden; als  dat
niet luk t  moet duidelijk  omschreven worden welke de res tr ic t ies  z i jn  en moet het
programma nagaan o f  aan de voorwaarden voor  de toepasbaarheid voldaan is .
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19 L e e sbaarheid

Een goede lay -out kan veel bijdragen tot  de overz ichtelijkheid en leesbaarheid van
het programma. Ster k  aanbevolen wordt de volgende regel,  d ie  de s truc tuur  van
het programma in  de lay -out tot  uitdrukk ing brengt:
Wanneer een symbool la s t i l  en het bijbehorende symbool end niet  op dezelfde r egel
staan, zorg dan dat l i s g a  recht boven end komt te  s taan, en dat het stuk programma
daartussen rechts  van de kolom tussen begin en end komt (alsof na het symbool
begin de k ant lijn ongeveer 8  plaatsen opschuift, en voor  het symbool end weer  8
plaatsen teruggaat). Sc hr i j f  labels  (gevolgd door  " : " )  i n  de kolom tussen 12221,11 en
end v an het block  waarbij z e behoren (z ie paragraaf 4) .
Bijvoorbeeld:

12trai
. 
r e
a l  
a
;

S T A R T :  v  o s v  a e o e

12s
.
ga.  
•
•
•
•
•
•
•
•
•  
e
n
d
;

begin i s l a s  b;

ZOEK:

end;
end

V 0 0 0 0 0 0 9  I ?

6 0 0 9  o  a  * a

begin

end;

S O 0 0 0 c i c t e e t

begin

•  to a  O O O O O  0

t o e .  • • • •
•  •

•  •  1 1 • 0 0 0 1 P .

b
e
g
i
n  
•  
9  
•  
e
a  
0  
e
a  
•  
e
n
d
;

. . . . . . • • • .

EINDE:
end

Hierbij s taan o f  end dus aan het begin van een regeL Geschik te punten om

een r egel a f  te  breken z i jn  dan ook: v oor  1291
2
i2, e n d  o f  e e n  
l a b e l ,  e n  
v e r d e r  
n a

een " ; " ,  do, els e o f  then. (Probeer  dus n iet  else rec ht onder het bijbehorende then
te plaatsen) .
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niet PUNT[l :  3 ] maar COORDINAAT[l :  3 ] ,
niet BORD[1 :  8 ,  1  :  81 maar VELD[1 :  8 ,  1 :  8 ] ,
niet WOORD[1 :  lengte] maar LETTER[l :  lengte],

Een r edelijk e spatier ing tussen de symbolen is  ook  van groot belang voor de lay-out.
Hiervoor kunnen de volgende regels  gebruik t worden, d ie weliswaar  enigz ins w i l le -
keur ig z ijn ,  maar  waarvan het konsekwent gebruik  een rus tige teks t garandeert:
Geef tussen ieder  tweetal symbolen een spatie, behalve
-  t us s en  de afzonder lijke symbolen van een identifi er  o f  een getal.
-  t us s en  een ar r ay  o f  switch identifi er  en  het symbool " [ " .
-  t us s en  een label ident ifi er  en  " : " .

-  t us s en  de unaire operatoren "-F
T
' e n  " -
1
'  e n  h e t  
o p e r a n d ,

-  l i n k s  van ;  ,  : =  )  ]
-  r e c h t s  van (  e n  [

In het  volgende voorbeeld komen alle uitzonder ingen voor:
VOORBEELD: z : =  P  ( -A[0] ,  3 . 1 4
1 0
- 2 ) ;
In ALG O L bestaat een grote v r ijheid voor  de keuze van de identifi ers . D oo r  h ier
verstandig gebruik  van te maken kunnen we de kans op verschr ijv ingen reduceren.
In he t  volgende s tuk je programma:

122zta I
.
E t a g
a  
a r
m y
.  
m
,  
1  
:  
n
]
;  
r
e
a
l  
E
m
z  
F
g
[
1  
:  
m
l
;

O0 . 8 0 X . V C . .

for  k := 1  E l m  1 unt i l  m  do Fg[k ]:= SUM ( j,  1 ,  n,  I l k ,  j ] )  /  n ;
2 0 0 0 9 0 0 1 9  V O

end

zal een verwisseling tussen m  en n  veel minder  opvallen dan wanneer we (gebruik
makend van onze kennis  van wat m  en n  betekenen) schr ijven:

be l a t
.
9 1 2 E  
a r
r j
z  
:  
n l
e t
t e
r s
,  
1  
:  
n
a
u
t
e
u
r
s
]
;  
r
e
a
l  
a
m
y
.  
F
g
e
m
[
l  
:  
n
l
e
t
t
e
r
s
]
;

O,
1
1
,
0
0
0
V
0
0
,
1
0

for  le t te r  := 1 1  un t i l  nletters  do

Fgem[letter ]:= SUM (auteur, 1,  nauteurs , F req[ let ter ,  auteur ])  /  nauteurs;
0 0 . 0 0 9 . 0 0 0

end

Meestal z a l het n ie t  moeil i jk  z i jn  een geschikte naam te  k iezen. We l  moeten we
bedenken, dat v oor  een ar ray  vaak beter  een naam gekozen kan worden die k arak -
ter is t iek  is  v oor  de afzonder lijke elementen dan voor  het geheel, dus

aangezien b ijv .  LET T ER [ i ]  een let ter ,  en niet  een woord voors telt.
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2 _ 1 1 1 _
, . .
1 4 E
. . s
r o s a L l
e
.
y l i a 1 2 2
1 _ , c 1

We mo e te n  p ro b e re n  voo r onze processen een  f o rmu le r in g  t e  v in d e n  d ie  z o  a lgemeen

mo g e l i jk  g e ld ig  i s ,  zo da t  deze lfde  f o rmu le r in g  i n  p rin c ip e  o o k  g e sch ikt  i s  in d ie n

so mmig e  d e ta i ls  va n  h e t  p ro b le e m ve rande ren .  W e  moe ten  dus geen  g e b ru ik  maken

van to e va ll ig e  eigenschappen va n  onze gegevens, d ie  n ie t  u i t  d e  p ro b le e mste l l in g
volgen. W i l l e n  we  b ijvo o rb e e ld  een p ro ce s f o rmu le re n  vo o r h e t  vinden  va n  de  kle inste

u it  ee n  r i j  g e ta lle n  wa a rva n  we  ve rwa ch te n  d a t  e r  we l  een  ge ta l k le in e r  i s  d a n  1 0
6 ,dan zouden we  kunnen sch ri jve n :

min := 1 0
6 ;  
f o r  
k :
=  
I  
s t
e p  
1  
u
n
t i
l  
n  
d
o  
i
f  
M
[
k
]  
<  
m
i
n  
t
h
e
n  
m
i
n
:
=  
M
[
k
]

ma a r a l s  we  d i t  s t u k je  p ro g ra mma  een ke e r g e b ru ike n  vo o r een  re e ks  g e ta lle n  d ie

a lle  g ro t e r  z i j n  d a n  1 0
6 ,  d a n  
g a a t  
d i t  
p r o c e
s  
m i s
.  
D e  
v o l g
e n d e  
f o r m
u l e r
i n g  
i
s  
g e
l d
i g

voor ie d e re  ve rza me l in g :

min := M[ 1 ] ;  f o r  k : =  2  E t a
.  1  u n t i l  
n  d o  
i f  
I V I [ k ]  
<  
m i n  
t h e
n  
m i n
:  
=  
M
[ k
]

Wanneer we  t o ch  o m d e  een  o f  ande re  re d e n  een  methode moe ten  g e b ru ike n  d ie  n ie t

in  a l le  denkbare  mo g e lijkh e d e n  vo o rz ie t  dan mo e te n  we :

— d e  vo o rwa a rd e n  wa a ro n d e r d e  methode g e ld ig  i s  i n  een co mme n ta a r ve rme ld e n .

— i n  he t  p ro g ra mma  e r  o p  testen  o f  aan  de  vo o rwa a rd e n  vo ldaan i s .
Voorbee lden
,-  r e a l  p ro ce d u re  f  (z ) ;  va lu e  z ;  re a l  z ;

comment  Het i s  v e re is t  d a t  z  >  0 ;

i f  z  0  then  t t g l a  re a l  w ;  w:=  s q r t  (z ) ;  f : =  s i n  (w) /  w  end  e lse

1 2 E
:
W2  
N
L
C
R
;  
P
R
I
N
T
T
E
X
T  
(
t
a
r
g
u
m
e
n
t  
v
a
n  
w  
n
i
e
t  
p
o
s
i
t
i
e
f
i
.
)
;  
E
X
I
T  
e
n
d

In d i t  vo o rb e e ld  wo rd t  g e b ru ik  gemaakt  va n  standaardprocedures va n  h e t
X 8 - A L G O L -
s y s t e e m .De r i j  g e ta lle n  X [1  :  i n ]  mo e t  me t  een  zodan ig  ge ta l ve rme n ig vu ld ig d  wo rd e n ,

dat X [ q ]  g e l i j k  aan 1  wo rd t ,  wa a rb i j  c i een va n  d e  band t e  le ze n  ge ta l i s .

Eerste ,  fo u t ie ve  op lossing :

mo se d u re  sca lmu l t  (A ,  n ,  la b d a );

value la b d a ;  int: E  n ;  re a l  la b d a ;  re a l  E m r
. .  A ;

t . . . 0 0 1 3 = P

1 2
,
6 1
1 2  
i
l
l
a
Z
a

f o r i : =  1  E t a
.  1  
u n t i l  
n  
d o  
A U
L D
=  
A l
i ]  
x  
l a
b d
a

end;

sca lmu lt  (X ,  m  1  /  X [ re a d i)
end

Het b e zwa a r h ie rte g e n  i s ,  d a t  in d ie n  d o o r een  leesfou t  o f  d o o r een  fo u t  o p  d e

invoerband h e t  ge lezen  ge ta l n ie t  i n  h e t  b e re ik  1  t / m  m  l i g t ,  d a t  dan  he t

resu ltaa t  van d it  stukje  p ro g ra mma  ongedefin ieerd  i s ,  wa t  o n d e r me e r  w i l  zeggen

dat e lke  imp le me n ta t ie  va n  A L G O L  h i e r  we e r  ve rsch i l le n d  o p  ka n  re a g e re n .

In d e  vo lgende o p lo ssin g  g e ld t  d i t  b e zwa a r n ie t  me e r:
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begin i 2 t 2 E s z  q;
procedure scalmult (A, n ,  labda);

value labda; l a t s z a  n; r eal labda; r eal ar r ay  A ;
-
1
2
2
1
1
1
2
.  
i
n
t
e
g
e
r  
I
;

for  1:= 1 Ets2, 1 un t i l  n  do A[ i] := A [ i ]  X labda
end;
q:= r ead;
i f  1 <  ct A ci < m  then scalmult (X,  m ,  1 X [ c i ] )  els e
begin NLCR; PRIN'rTEXT (4c1 niet ju is t *) ;  EXIT  end

end

Merk  op dat v oor  de parameter  labda vermelding in  de value l i s t  absoluut
noodzakelijk is :  de waarde van X[q ]  en dus ook  die van 1 X [ q ]  wordt t ijdens
de aanroep van sealmult ge li jk  aan 1.

Er  moet niet  alleen gestreefd worden naar  "algemene geldigheid" v an het gehele
programma; we moeten e r  ook  voor  zorgen dat het onwaarschijnlijk  is  dat  een der
deelprocessen n iet  cor rec t zou blijv en functioneren als  elders  i n  het programma een
wijz iging wordt aangebracht algemene geldigheid dus ook  voor  de delen van het
programma. Indien bijvoorbeeld bovenstaande procedure scalmult geschreven zou z ijn
voor een geval waar in de ac tual parameter  voor  labda een s imple v ar iable is ,  dan
zou toch opneming in  de value l is t  u i t  oogpunt van betrouwbaarheid gewenst z ijn .
Voorbeeld.

In een programma wordt met  een aantal symbolen gewerk t, d ie a ls  integers  z i jn
voorgesteld met  de volgende codetabel:
symbool: 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  ?  ,  1 0  +  -
code: 1 2  3  9  6  2  1 3  7  8 4 1 1   1  1 4  1 0  5 1 5 0

 De v raag o f  nu een symbool een der  symbolen 10
, + ,  -  o f  i s  
k a n  m e t  
b e h u l p  
v a n

de toevalligheid dat ju is t  de codes van deze symbolen een v ijfvoud z ijn ,  a ls  v olgt
worden gesteld: code :  5  x  5  = code.
Het is  echter  ju is ter  te  vragen: code = 10 V code = 5  V  code = 15 V code = 10.
Het beste is  echter  vooraan in  het programma te schr ijven:
integer nul,  een, twee, dr ie ,  v ier ,  v i j f ,  zes , zeven, acht, negen, vraagteken, komma,

tientje, plus , min ,  punt;
nul:= 12; een:= 3 ;  twee:= 9 ;  dr ie:= 6 ;  v ier := 2 ;  v ijf := 13; zes:= 73
zeven:= 8 ;  acht:= 4 ;  negen:= 11; vraagteken:= 1 ;  komma:= 14; t ientje:= 10;
plus:= 5 ;  min:= 15; punt:= 0 ;

en dan te v ragen: c o d e  = t ient je V code = plus  V code = m in  V code = punt.
Blijk t  nu dat we het programma met een andere codetabel w il len  gebruiken, dan
hoeft maar  op een plaats  i n  het programma iets  veranderd te worden.
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De v oor  de algemene geldigheid wenselijke relat iev e zelfs tandigheid van een deel-
proces kan men vaak bereiken door  het in  de v orm van een block  of  zelfs  van een
procedure te  schr ilven. Daardoor  kan men ervoor  zorgen dat de hulpgrootheden van
het deelproces, die voor de res t van het programma niet te r  zake doen, gedec lareerd
worden op de plaats  waar  z e nodig z ijn .  H e t  is  dan gemakkelijker  na te gaan of  een
grootheid wel gedec lareerd is ,  en de kans dat men ten onrechte een identifi er  i n
twee betekenissen gebruik t, is  aanz ienlijk  verminderd.
Er  z i jn  v eler le i redenen die het wenselijk  kunnen doen z ijn  een bepaald proces in
de v orm van een procedure te schr ijven, waaronder het volgende dr ietal:
1. H e t  proces k omt meermalen voor : we gebruiken de procedure b i j  w ijz e van

afkorting.
2. H e t  proces i s  een conceptuele eenheid, d ie als  bouwsteen zou kunnen dienen

voor andere progrrammays.
Wanneer we reeds  ov er  een acceptabele procedure beschikken die het gevraagde
proces v er r ic ht ,  gebruiken we uiteraard die procedure: n ie t  alleen bespaart ons
dal de moeite van het programmeren, maar  ook  het r is ic o dat we daarbij een
fout maken. D i t  geldt des t e  meer  voor  bibliotheek-procedures, waarvan we
niet alleen redelijk erwijs  mogen veronders tellen dat ze effic ient z i jn ,  maar
ook dat ze grondig getest z ijn .

30 H e t  proces lev er t  een grootheid a f  waarmee we verder  w il len rekenen. I n  d i t
geval gebruiken we een function procedure zodat de function des ignator  als
pr imary  in  een ar ithmetic  express ion gebruik t kan worden.

Natuur lijk  kan e r  meer  dan een reden tegelijk  gelden: v oor  de r ea l p m c
.
a l t m
.

SUM ( i ,  a ,  b
a  fi )  
b i j v o
o r b e e
l d  
a l
l e  
d r
i e  
b o
v e
n s t
a a
n d
e  
r
e
d
e
n
e
n
.

In geval we de procedure louter  gebruiken als  afkor ting, is  het toc h vaak z invol een
algemenere s c hr ijfw ijz e te bez igen door  gebruik  te  maken van de fac iliteiten die een
procedure ons nu eenmaal biedt. M e t  name moeten we zoveel mogelijk  het gebruik
van niet- locale namen v ermijden door  hulpgrootheden binnen de procedure te  dec la-
reren en andere grootheden als  parameter  mee te  geven. ( Het  gebruiken van n iet -
locale hulpgrootheden geeft ju is t  b i j  een procedure, door  de implic ietheid van het
gebruik b i j  de aanroep, gemakkelijk  aanleiding tot  vergissingen)
Al d i t  geldt des t e  s terker  v oor  een bouwsteen-procedure. Ai leen  als  het om een
speciale reden gewenst is  gebruiken we een niet- locale naam, en daarvan maken we
dan melding in  een commentaar b i j  de procedure heading.

Het i s  goed hier  ervoor te waarschuwen dat vele numer ieke processen, ook  beproefde
standaardprocessen, s lechts  geldig z i jn  onder bepaalde voorwaarden d ie vaak moei-
l i jk  te formuleren z i jn  en waaraan doorgaans wel,  maar  soms onverwachts n iet  is
voldaan.



pea- 40

end

Zo is  het  in  pr inc ipe n iet  mogelijk  een waterdichte

real pL2cedure INTEGRAAL (x , a,  b ,  fx ,  eps ilon) t e  schr ijven:
om de integraal te  bepalen z al een dergelijke procedure voor  een gegeven func tie
de parameter  f x  evalueren voor  een eindig aantal waarden van x  op het interval
a < x  < b.  D e  dan v iror  de integraal afgeleverde waarde is  uiteraard ge li jk  aan de
waarde d ie wordt afgeleverd voor  iedere func tie die in  die basispunten x  dezelfde
functiewaarden i x  heeft. H e t  is  echter  mogelijk  een func tie te  construeren waarvan
de grafiek  door  a l  d ie  punten (x , fx )  gaat, maar  waarvan de integraal ov er  het
interval a  < x  < b  s ter k  verschilt van d ie van de oorspronkelijke func tie. Aangez ien
nu de procedure INTEGRAAL v oor  beide functies  dezelfde waarde lev er t ,  z al d ie
voor tenmins te een van de twee functies  onjuis t z ijn .
Voorbeeld voor  de procedure QAD ( AP 251):
Bi j  de aanroep QAD (x , 0 ,  1
9  0 ,  1 0
- 1 2 )  
w o r d t  
f x  
g e e v a l u
e e r d  
v o o
r  
x  
0
,  
x  
=  
.
2 5
,

x . 5 0 ,  x =  .75  en x  1 ;  de waarde van de func tion designator wordt dan 00
Hetzelfde resultaat z al ook  worden geleverd voor  iedere func tie d ie in  die v i j f
basispunten ge li jk  aan 0 is ,  zoals  s in  (4 x  3014159265359 x  x )  4  2„
QAD (x , 0 ,  1 ,  s in  (4 x  3.14159265359 x  x )  4  2,  1 0
- 1 2 )  g e e f t  i n d e r d a a d  
( n a g e n o e g )  
d e

waarde 0  in  plaats  van de waarde 0.50.

In het  begin van deze paragraaf is  e r  a l  op gewezen dat we in  een programma tes ts
horen in  te bouwen om zoveel mogelijk  na te gaan o f  aan a lle  nodige en bekende
voorwaarden voldaan is . Om het belang hiervan te onderstrepen v olgt een opsomming
van voordelen van het grondig zelf- tes ten van een programma:
-  Be s p a r in g  van machine- t ijd doordat de ultvoer ing van een programma waar in een

fout is  ontdekt wordt beeindigd0
-  H e t  opsporen van fouten wordt gemakkelijker  doordat de fout zo dic ht mogelijk

b ij de bron wordt opgespoord en doordat de fout  wordt gespecificeerd.
-  D e  resultaten van een programma met  tes ts  z i jn  betrouwbaarder dan die van

hetzelfde programma zonder tes ts .
Het is  gebleken dat onderstaande procedure goed voldoet v oor
, h e t  i n l a s s e n  v a n  
t e s t s :

a o
=
2
c
t c
_ l
u r
e _  
e
r
r
o
r  
(
f
o
u
t
,  
d
i
a
g
n
o
s
e
,  
i
n
d
i
c
a
t
i
e
)
;  
v
a
l
u
e  
f
o
u
t
,  
i
n
d
i
c
a
t
i
e
;

Boolean fout;  sILing_ diagnose; r ea l indic atie; i
)
L
i f  fout then

bfgin N L C R ;  PRINTTEXT ( trout: 4) ;  PRINTTEXT (diagnose);
SPACE (1) ; PRINT ( indicatie) ; EXIT
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Het voorbeeld i n  het begin van deze paragraaf wordt, b i j  gebruik  van de procedure:
real procedure I  (z ) ; value z ;
begin r e a l  w ;

er ror  (z  <  0,  • t
a r g u m e n t  
v a n  
I  
i s  
n i e
t  
p o s i
t i e f
:  
,  
z
)
;

w:= sc ir t (z ) ; f := s in  (w) /  w
end

21 R ea l- a r i tmet iek  (RR 3. 3. 6)

Door het RR worden helaas geen regels  gegeven voor  het rekenen met  r eal- groot-
heden, zodat voor  een real-grootheid x  niet  kan worden afgeleid 1  >  x .
We z ullen in  het volgende toch gebruik  moeten maken van een aantal regels  d ie
voor v ele implementaties , waaronder het X8-ALGOL-sys teem, wel gelden. ( Voor
het Xl-ALGOL-s y s teem gelden niet  a lle  gegeven regels )
Als  de implementatie waar in onze programma's  worden uitgevoerd voor  de bereke-
ningen met  real-grootheden een relatieve nauwkeurigheid van b ijv .  12  dec imalen
heeft, dan z ullen de resultaten doorgaans ook  zonder spec iale maatregelen wel een
nauwkeurigheid van 5 dec imalen hebben. We  kunnen bijvoorbeeld a l honderd biljoen
getallen met  elk aar  vermenigvuldigen (voor de X8 nog a lt i jd  een wer k  van eeuwen)
voor we hoeven te verwachten dat het door  de gezamenlijke afrondingsfouten zover
komt. T oc h is  een summiere analyse van de afrondingsfouten bes lis t n iet  overbodig.
Voorbeeld: We proberen de func tie j1(z) s in ( z ) / 7 4 2  -  cos(z)/z  te  berekenen met
behulp van de r ea l procedure j1  (z ) ; value z ;  r ea l z ;  j1:= (s in (z) /  z  -  cos (z)) /  z .
We hoeven dan n ie t  te verwachten dat evaluatie van de func tion des ignator " i l  ( 1 0
- 6
)
u

een waarde oplever t waarvan zelfs  maar  de eers te dec imaal c or rec t is :  tengevolge
van afrondingsfouten is  de relatieve nauwkeurigheid tot  0 dec imalen teruggelopen.
De afrondingsfouten b i j  het  rekenen met  real-grootheden ontstaan doordat n iet  a l le
reele waarden als  r ea l voors telbaar z i jn  ( d.w.z .  door  een real-grootheid kunnen
worden aangenomen)„
Het resultaat van een real-ar itmetis che bewerk ing, bijvoorbeeld een r e a l
- v e r m e n i g -vuldiging, kan als  v olgt  worden verkregen:
1. D e  operanden worden volgens de regels  van de real- ar itmet iek  geevalueerd,

zodat hierv oor  een r eele waarde verkregen is  d ie  als  r ea l voors telbaar
2. H e t  exacte mathematische resultaat van de bewerk ing wordt gevormd.
3. D e z e  waarde wordt afgerond tot  een a ls  r ea l voors telbare waarde.
Wanneer we het resultaat van de afronding van x  voors tellen als  R(x), dan kunnen
we de volgende regels  ops tellen waaraan de func tie R  onder meer  moet voldoen:
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1. R(Et(x ) )  =  Ft(x), d .w .z •  reeds  a ls  r ea l voors telbare waarden worden niet  meer
afgerond.

2. A l s  >  y  dan li( x )  >  11(y).
3. V o o r  integerwaarden i  binnen de Integercapac itelt ( d.w.z .  waarden die door  een

i_n_t_sa-grootheid kunnen worden aangenomen): It(1) =
(In v r i j  v eel systemen wordt het real-getal 0  apar t  behandeld, zodat bijvoorbeeld
zou kunnen gelden: (3.14 -  3.14)  x  2 4  O. B i j  de X8 k omt h ier  wel degelijk  0 u it )
Uit de gegeven relat ies  is  a l  te leiden: 3.14 -  3.14 = 0  A 3.14 /  3.14 = 1.
Niet a f  te leiden v alt  1 /  3 x  3 =  1 ;  d i t  z al dan ook  doorgaans n ie t  opgaan.
Voor het X8-ALGOL-systeem geldt verder  nog:
-  A l s  1 0
- 6 0 4  
<  
l x 1  
<  
1 0
6 2 8
,  
d
a
n  
i
s  
1 1
1
( x
)  
-
x
i  
<  
1
0
-
1
2  
x  
I
x  
I
,

en I  It(x) -  x  I < I  R(y) -  1  ( a f r ond ing  naar  dichts tbijz ijnde real-waarde) .
-  R ( x )  =  0  indien en s lechts indien x  O .

-  V o o r  integerwaarden i  waarvoor 11 I <  1 099 511 627 776 = 2  it% 40, geldt R( i) =

-  V o o r  het resultaat van de standaardfuncties kan niet  worden gegarandeerd dat ze
voor de v oile 12 dec imalen ju is t  z ijn .
De operatie a  4  b (b real)  wordt berekend als  exp ( in (a) x  b)  en z al dus ook
niet a l t i jd  in  12 dec imalen nauwkeurig z ijn.
Als  a  en b echter  a ls  real-voors telbare waarden z i jn  ( d.w.z .  11(a) =  a  en
Et(b) = b) , en in  mathematische z in  geldt f(a) -  b ,  waarbij f  een der  s tandaard-
functies is ,  dan geldt ook  voor het X8-ALGOL-sys teem f  (a) =  b .
Hieruit v alt  a f  te leiden: exp (0) =  1  A s gr t  (4) 2  A 3.14 4  (3.14 -  3.14)  =  1 .
Niet alleidbaar  is :  i n  (exp (1)) = 1  V sc irt (2) x  sc ir t (2) =  2,

Een groot v er lies  i n  relatieve nauwkeurigheid ontstaat a l t i jd  door  het van elkaar
aftrekken van ongeveer even grote getallen:

exacte waarde v o o r  de X8 r e l a t i e v e  fout

s i n ( 1 0
- 6
) / 1 0
- 6  
.
9 9
9  
9
9
9  
9
9
9  
9
9
9  
8
3
3  
3
3
3  
3
3  
1
.
0
0
0  
0
0
0  
0
0
0  
0
0
0  
0
0
0  
0
0
0  
0
0  
-
1
7
1
0
-
1
2

cos (
1 0
- 6 )  
9
9
9  
9
9
9  
9
9
9  
9
9
9  
5
0
0  
0
0
0  
0
0  
9
9
9  
9
9
9  
9
9
9  
9
9
9  
0
9
0  
5
0
5  
3
0  
.
4
1
1
0
-
1
2

verschil . 0 0 0 0 0 0  000 000 333 333 33 . 0 0 0 0 0 0  000 000 909 494 70 1 . 7

In plaats  van j 1 (
1 0
- 6 )  =  .
0 0 0  
0 0 0  
3 3 3  
3 3
3  
3
3  
w o
r d t  
m
e
t  
d
e  
e e r
d e r
g e n
o e m
d e  
p r
o c
e d
u r
e

door de X8 .000 000 909 494 70 berekend. Voo r  nog k leinere waarden van het argu-
ment z  kan niet  alleen de relatieve, maar  ook  de absolute fout zeer  groot worden:
voor j1  (
1 0
- 2 0 )  
b i j v
o o r b
e e l d  
k r
i j
g e
n  
w
e  
-
9
0  
9
4
9  
4
7
0  
l
.
p
.
v
.  
.
3
3
3  
3
3
3
1
0
-
1
2

In d i t  geval kunnen we voor  k leine waarden van z  de onnauwkeurigheid opheffen door
de func tie te  benaderen door  een polynoom. We  z ullen onderzoeken in  welk  gebied
we deze benadering nodig hebben. Laten we ervan uitgaan dat voor  ons probleem
6 dec imalen voldoende nauwkeurig is .  We  bepalen nu de onnauwkeurigheid van de
oorspronkelijke methode als  func tie van z :
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De fout in  s in (z) i s  r e la t ie f  ongeveer 1 0
- 1 2 .  H e t  
m a t h e m a t i s c h e  
r e s u l t a a t  
n a  
d e l i n g

door 7 z a l -aangenomen dat z  exact wordt voorges teld-  dezelfde relat iev e fout
van - 1 2  hebben. D e  afronding naar  een r eal getal lev er t  nog eens een fout van
1 0
- 1
2 ,  
t
e
z
a
m
e
n  
2
1
0
-
1
2
.  
A
a
n
g
e
z
i
e
n  
s
i
n
(
z
)
/
z  
v
o
o
r  
k
l
e
i
n
e  
z  
o
n
g
e
v
e
e
r  
1  
i
s
,  
i
s  
d
e  
a
b
s
o
-

lute fout 2
1 0
- 1 2  
x  
1  
=  
2
n
- 1 2
.  
D
e  
f
o
u
t  
i
n  
c
o
s  
(
z
)  
i
s  
r
e
l
a
t
i
e
f  
o
n
g
e
v
e
e
r  
1
0
-
1
2
,  
d
u
s

absoluut n
- 1 2  
x  
1

10-12• D e  aftrekk ing s in (z) /  z  c o s  (z) geeft dan ten hoogste
een absolute fout van 3
1 0
- 1 2 .  ( D e  
a f r o n d i n
g  
v a n  
d i t  
r e s u l
t a a t  
g e
e f t  
e
e
n  
v e r w
a a r l
o o s -

bare fout 1 0
- 1 2  x  
( s i n
( z ) / z  
-  
c o s
( z )
) ,  
o n
g e
v e
e r  
1
0
- 1
2  
x  
7
4
2
/
3
)  
N
a  
d
e
l
i
n
g  
d
o
o
r  
z

is de absolute fout tens lotte 3
1 0
- 1 2 / z .  O m d a t  
j 1 ( z )  
o n g e v e e
r  
z / 3  
i s ,  
i s  
d e  
r e l a t
i e v e

fout 9
1 0
- 1 2 /
4 2 .

Voor welke waarden van z  is  d i t  k lein genoeg?
9
1
0
-
1
2
/
4
2  
<  
1
0
-
6
:  
I  
z  
I  
>  
3
1
0
-
3
*

We w il len  de polynoombenadering dus gebruiken in  het gebied - 3
1 0
- 3  <  z  <  3
1 0
- 3

De Tay lorreeks  v oor  j1(z)  is :  j1(z )  = z /3  -  4 3 / 3 0  +  45 / 840  -  .o
Breken we na de eers te ter m af ,  dan maken we een absolute fout van ongeveer
43 /30 ,  en dus een relatieve van 4 2 / 1 0 .  A l s  I  z I <  3
1 0
- 3  i s  z i  <
dus voldoende nauwkeurig. H e t  vols taat h ier  dus de eers te te r m te  nemen.
De beste grenswaarde voor  de omschakeling van de ene op de andere formule
vinden w e  door  de fouten aan elkaar  ge l i jk  te s tellen: 9
1 0
- 1 2 / 4 2  =  4 2 / 1 0 0
Dit lev er t  ons weer  nagenoeg + 3
1 0
- 3 .  D e  
u i t e i n d e l i j k e  
p r o c e d u r
e  
w o r d
t  
d a
n

real r oc edur e  j1  (z ) ; value z ;  r ea l z ;
Az= i f  abs (z) <  3
1 0
- 3  t h e n  
z  
/  
3  
e l s
e  
( s i
n  
( z
)  
/  
z  
c
o
s  
(
z
) )  
/  
z

Nog meer  voorbeelden:
-  s c i r t  (a x  a  + a)  -  a:  een wor tel van )42 +  2xaxx -  a  = O. Voo r  grote waarden

van a is  mathematisch scirt (a x a  + a)  -  a  ongeveer 0.50, maar  voor  a  > 1 . 6
1 0
1 2
is  b i j  de X 8 a x a i - a .
-
- a X a  z o d a t  
w e  
n i e t  
h o e v e
n  
t e  
v e r w a
c h t e n  
d
a t  
d a
a r

veel van ov erblijf t .
Als  we s tellen: z  = 1 / x  k r ijgen we de v ergelijk ing 742 -  2xz -  1 / a  = 0,
met een wor tel z  s c i r t  (1 /  a  + 1)  +  1
9  d u s  x  
1  /  
( s c i r t  
( 1  
/  a  
+  
1 )  
+  
1 ) .

Voor grote waarden van a  is  deze formule numer iek  heel wat beter .
-  D e  express ie 2 /  s in (2 X x )  -  1 /  s in (x) i s  v oor  waarden van x  dic ht b i j  0

numeriek onbrulkbaar. Be te r  is  s in  (x) /  cos (x) /  (1 +  cos (x)) .

-  D e  r ea l EmesS_ture ars inh (x ) ; value x ;  r eal x ;  ars inh:= in  (scirt x  x  + 1) + x )
is  v oor  grote negatieve waarden van x  in  absolute z in  zeer  onnauwkeurig, en
voor waarden van x  dicht b i j  0  i n  relatieve z in.
Het eers te punt lossen we eenvoudig op door  gebruik  te maken van de r e lat ie
ars inh (-x) - a r s i n h  (x). De tweede moeilijkheid komt doordat b i j  de berekening
van sc ir t ( x  x  x  + 1)  +  x  de relatieve prec is ie grotendeels v er loren gaat.
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Wel kunnen we berekenen h  s c i r t  ( x  x  x  + +  x  -  1 i n  de v oile relat iev e
prec is ie, namelijk  met h:= x  x  x  /  (sgr t ( x  x  x  + 1)  +1) + x .  Hoe berekenen
we nu in  (h + 1)  i n  v oile relatieve prec is ie? Zogauw we immers  h  + 1 berekenen
z ijn we weer  alles  k w ijt .
Indien h  1  dic ht  b i j  r  l ig t ,  dan is  i n  ( r )  een benadering v oor  In  ( h + 1) ,
maar voor  h  < 3.9 is  de waarde gevonden door  lineair e in te r -  o f  ex trapolatie
in in  (x  + 1)  tussen x  0  en x  = r  -  1, namelijk  y  = h  /  ( r  -  1)  x  i n  ( r ) ,  een
betere benadering. ( We nemen aan dat h  > 0) . Vo o r  r  nemen we dan It(h + 1) ,
het r eal- getal waarop h  + 1 wordt afgerond. Vo o r  h  > 3.9 wordt de fout b i j
toepassing van de cor rec tie z o a l dan toch nauwelijks  groter  dan de fout d ie
toch a l aanwezig is .  We  nemen dus v oor  in  ( h + 1)  steeds h  /  ( r  -  1)  x  i n  ( r ) ,
behalve natuur lijk  als  r  1 .

real procedure ars inh (x); value x ;  r eal x ;-
122F
2
Ln 
r
e
a l  
h
,  
r
;

h:-  x  x  x  /  (sqr t ( x  x  x  + 1) +  1)  +  abs (x ) ; r := h  + 1 ;
arsinh:= s ign (x) x  ( i f  r  1  then h  else h  /  ( r  -  1)  x  in  ( r ) )

end

22 I t e r a t iev e  E2 2 , e s ,
a
m sEen s oor t  proces dat  vaak voorkomt is  het  oplossen van een v ergelijk ing door
middel van iter at ie,  d .  wo z. door  opeenvolgende verbeter ingen van een schatting van
de oploss ing. Uitgaande van een beginschatting x [0]  berekenen we x [1]:= f(x[01),
dan x [2]:= f(x [1])  enz . Ee n  iteraties tap bestaat dan u i t  x[11:= f(x [ i-1]) .
Wanneer nu de waarden x [ i ]  naar  de l im ie t  x  convergeren, en f  is  continu in  x ,
dan is  x  een wor tel van de v ergelijk ing x  = f(x ) .
Doorgaans wordt b i j  een iteraties tap de schatting van een aantal grootheden v erbe-
terd, zoals  in :

12101 x [ 1 ] : =  f  ( x [ i -  1 ]
9  y [ i  -  
1 1 ,  
z E i  
-  
1 1 ) ;

y
[
i
]
:
=  
g  
(
x
[
i  
1
]
,  
y
[
i  
-  
1
1
,  
z
a  
-  
1
3
;

z [i]:= h  (x [i -  1] ,  yEt -  11, z [ i  -
end

In WI  geval z i jn  de limieten x ,  y  en z  de oploss ing van de vergelijk ing:
x f  (x , y ,  z )  A y  g  (x , y ,  z )  A z  = h  (x , y ,  z ) .

Het bekendste iteratieproces  i s  wel de methode van Newton voor  het berekenen van
sqrt (a), met  f(x) ( x  + a  /  x )  /  2.
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Kiezen we bijvoorbeeld x [01= 1
9  a  =  4 ,  
d a n  
k r i j g e n  
w e  
a c h t e r e e n
v o l g e n s :

x[1]-
=  
2 .
5 0
0 0
0 ,  
x
[
2
1  
=  
2
.
0
5
0
0
0
,  
x
[
3
1
=  
2
.
0
0
0
6
1
,  
x
[
4
]  
=  
2
.
0
0
0
0
0
.  
H
e
t  
i
s  
d
u
i
d
e
l
i
j
k  
d
a
t

dit s nel convergeert. Zouden we door  een vergiss ing a  = - 4  genomen hebben, dan
kr ijgen we: x [1]  = -1.50000, x [21= .58333, x[31 = -3.13690, x [4]=  - .93088 enz .
In dit  geval convergeert het proces n iet .  Zouden we na in  het programma het proces
pas beeindigen, zodra twee opeenvolgende waarden van x  minder  dan 10
- 5  v a n  e l k a a rverschillen, dan zou door  deze vergiss ing het programma niet  beeindigd worden.
(Het verschil i s  telkens  minstens 2) . N u  is  in  d i t  voorbeeld de berekening van de
functie f  weinig tijdrovend, maar  in  de prak t ijk  komen hiervoor  vaak  functies v oor
waarvan de berekening per  keer  veel t i jd  kos t. I n  z o n  geval zou pas na lange t i jd
bemerkt worden dat het programma niet  goed werk t. We  moeten e r  dus voor  zorgen
dat i n  het programma de convergentie gecontroleerd wordt. We  moeten e r  ook  op
letten dat we geen grotere prec is ie eisen dan gez ien de prec is ie van de gegevens
zinvol is .

We kunnen nu de volgende dr ie  tests ops tellen die in  een iteratieproces  moeten wor -
den opgenomen:
1. Bee ind ig ing  van het proces zodra het aantal iteraties tappen een zeker  max imum,

bijv .  100, zou overschr ijden. D i t  Is  een soor t noodrem d ie  a f  en toe nuttige
diensten kan bewijzen.

2. T e s t  op de convergentie.
De convergentie van het iteratieproces  kunnen we vaak beschouwen aan de hand
van de volgende s telling:
Als  op een zeker  interv al a  < x  < b  de func tie f(x) voldoet aan:
1. a  < f(x) <  b

2. I f ( x 1 )  -  f(x2)1 <  lx 1  x 2 1  ( x l  en x2 op het interv al [a,  I A  x l  +  x2)
dan convergeert de reeks x [ i ]  f ( x [ i  -  11) (met begPinschatting x [0] op het in te r -
val) naar  een l im ie t  x  (op het interval)  d ie  voldoet aan: f(x )  =  x .
De tweede voorwaarde is  essentieel (zoals  het n iet  convergerende geval f(x) = - x
aantoont). I n  het programma testen we daarom o f  abs ( x [ i +  11 -  x[11) <
ohs (x[11 -  x [ i  -  11), anders beeindigen we het proces. Dez e voorwaarde l ig t
numeriek er g  moeili jk ;  n iet  eraan voldaan z i jn  hoeft n iet  op een fout te wijzen.
Neem bijvoorbeeld een ar itmet iek  waar in die getallen representeerbaar z i jn  d ie
in dec imale voors telling achter  de punt 5 c ijfer s  hebben en verder  nullen, en
met de afronding naar  de dichts tbijz ijnde mogelijke waarde. Beschouw nu
f(x) =  . 6  x  (1 -  x ) . H e t  iteratieproces  moet dan convergeren naar  .375.
Mathematisch geldt: I f ( x i )  -  f(x2)1 -  . 6  x  1x1 -  x21 <  1x1 -  x21.
Neem nu  x i  =  .37499, x2 = .37501. Ev aluat ie van f ( x l)  en f(x2) geeft:

LIOTHEEK MATHEMMJSCH 6 c i
,
6 1

AMSTERDAM
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f(x i)  =  R( .6 x  R(1 -  .37499)) -4 R( .6 x  R(.62501)) =  R( .6 x  062501) -
= R(.375006) . 3 7 5 0 1  =  x2,

f(x2) =  R (
0
6  x  
R ( 1  
-  
0 3 7
5 0 1
) )  
=  
R
(
.
6  
x  
1 1
( .
6 2
4 9
9 )
)  
=  
1
1
(
.
6  
x  
.
6
2
4
9
9
)

11(.374994) = .37499 =  x i ,
Komen we nu met  het iteratieproces  i n  een van de punten x l  o f  x2 terecht, dan
convergeert het proces niet  la n g e r .  H e t  is  dus niet  voldoende langs  mathema-
tische weg te bewijzen dat I f ( x i )  f ( x 2 ) 1  <  1x1 -  x21; het b l i j f t  nodig hierop
in het programma z elf  te  tes ten. I s  aan de ongelijkheid n iet  meer  voldaan
dan beeindigen we het proces; is  het  verschil n ie t  a l  t e  groot dan hebben we
de oploss ing, anders is  e r  iets  fout.
Voor het geval we dr ie  vergelijk ingen tegelijk  oplossen moet de uitdrukk ing
lx1 -  x21 vervangen worden door  een func tie d  ( ( x l,  y l ,  z1) , (x2, y2, z2) ) ,
bijv .  s c ir t  ( ( x l x 2 )  A  2 + ( y l  -  y2) 4  2 +  (z1 -  z2) 2 )
9  o fmax (1x1 -  x21, 1 y l -  y21, 1z1 -  z21), a ls  maar  geldt:

d ( ( x i,  y l ,  z1) , (x2, y2, z2) )  = 0  indien en s lechts  indien
x l  =  x2 A  y l  ,-- y2 A z i=  z2.

2. d  ( ( x l,  y l ,  z1) , (x2, y 2, y2) )  <
d ( ( x l,  y l ,  z1) , (x3, y 3, z3) )  +  d  ( (x2, y 2, z2) , (x3, y 3, z3) )  v oor  a l le
mogelijke waarden van x l ,  y l  enzo (een dergelijke func tie d  heet metr iek )

Vaak kan de convergentie van het proces op een andere wijz e bewezen worden,
bijvoorbeeld als  e r  een monotone func tie F  bestaat zodat de waarden F(x [I])
met toenemende i  k leiner  worden, maar  toch nooit negatief kunnen worden,
terwijl de x [ i ]  in  een zeker  ges loten gebied z ullen liggen. I n  d i t  geval tes ten we
of de F ( x [ ip inderdaad dalen en de x [ i ]  inderdaad in  dat gebied liggen.
Als  de bedoeling van het iteratieproces  ju is t  is  F(x )  z o k lein mogelijk  te k r ijgen
z ijn de voorwaarden van monotonie en dat ges loten gebied niet  nodig; we z i jn
dan tevreden als  de waarden F(x [i])  naar  een minimum convergeren,

3. G ewens te prec is ie.
Stel dat  het  door  meetonnauwkeurigheden in  gegevens niet  mogelijk  is  de exacte
waarde van f(x )  te  bepalen, maar dat h ier b ij een zekere fout eps gemaakt wordt.
I .p .v .  f ( x )  wordt  dus f(x )  +  eps berekend
. V e r o n d e r s t e l  
n u  d a t  
b i j  
h e t  
i t e r a t i e -

proces een van de waarden x [ i ]  ju is t  de waarde x  is  waarvoor  x =  f(x ) .
We k r ijgen dan x [ i +  11 = f(x [i])  +  eps =  f(x) +  eps x  + eps ; met  andere woor-
den: een fout in  x  ter  grootte van eps wordt tens lotte wel ongeveer gemaakt.
We stoppen dus a ls  de fout l x  -  x [ i l l  <  eps, waarbij x  de l im ie t  v oors telt
.Hoe bepalen we die fout in  x [ i]? We nemen aan dat de fout b i j  iedere s tap
een fac tor  r  k leiner  wordt, We  hebben dan: x [ i  -  2 ]  = x  + d ;  x [ i  -  i i  =

x + r  x  d ;  x [ i ]  x  + r42 X d .  H ie r u i t  kunnen we x  schatten, en dus ook  de

: IL.:
AMSTERDAM
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fout I x  -  x [1]1. Omdat het h ie r  maar  om een schatting gaat is  het  v r i j  r is k ant
de eers te de beste keer  dat I x  -  x Lill <  eps het proces te  beeindigen; l iev er
wachten we nog even om te  z ien o f  dat zo b l i j f t .  G eldt  d i t  dan bijvoorbeeld dr ie
maal achtereen dan beeindigen we alsnog het proces.

Als  voorbeeld wordt h ie r  een procedure voor  k l e i n s t e - k
-
W a d r a t e n a a n p a s s i n g  
g e g e v e n .

Bij de meetpunten x [1]  t / m  x [n]  z i jn  de waarden y [1]  t / m  y [n]  gemeten, met  vermoe-
delijke meetfout eps[11 t / m  eps[n]. We  w il len nu de parameters  p[11 t / m  pEml, die ge-
bruik t worden in de berekening van een theoretische functie f(x, p) met  par t ic le afge-
leiden naar  p[k i:  par tafg ( x  p ,  k ) , z o bepalen dat de uitdrukk ing
U = s qr t  (SUM ( I ,  1
9  n ,  ( ( f  
( x [ 1 ] ,  
p )  
-  y
[ 1 . 1 )  
/  
e p s
[ i D  
2
)  
/  
n
)  
m i
n i
m a
a l  
i
s
,

De aanroep van de procedure zou hiervoor  kunnen Widen:
Least Squares (1, n ,  x[119 yEll, eps [ il,  k ,  m ,  p[k i,  x ,  I  (x , p) , par tafg (x , p ,  k )) .
De inputparameters  x[11, y[11 en eps[1] hangen v ia Jensen's dev ice a f  van i  (1 t / m  n)
,p[k] hangt v ia Jensen's dev ice a f  van k  (1 t / m  m)  en heeft de volgende functies :
1. inputpar ameter  d ie  b i j  de aanroep gevuld moet z i jn  met  een beginsehatting.
2, outputpar ameter  die na de aanroep de beste gevonden benadering bevat.
3. p a r a m e t e r  waar  f(x , p)  en par tafg (x , p ,  k )  van afhangen.
De parameter  f  (x , p)  h a n g t  v ia Jensen's dev ice a f  van x  en p[11 t / m  p[m].
De parameter partafg (x, p, k) hangt v ia  Jensen's dev ice a f  van x ,  k  en p[1] t / m  p[m].
De parameters  overeenkomend met 1, k ,  x  en p[k ] moeten van de v or m <var iable>
z ijn. H e t  is  dus n ie t  mogelijk  i . p . v .  p [ k ]  te schr ijven: i f  k  1  then A  else r ,

Het iteratieproces  wordt h ier  beeindigd zodra aan een der  volgende voorwaarden
voldaan is :

1. U  wordt b i j  een iteraties tap niet  k leiner .
2. U  < 1.  ( I n  dat geval z i jn  de benaderingsfouten zo groot als  de meetfouten)
3. D r i e  maal achtereen is  een schatting van de l im ie t  van U  hoogstens 10 procent

lager  dan de reeds  behaalde waarde.
4. E r  z i jn  reeds 100 iteraties tappen v er r ic ht.
Least Squares is  een Boolean procedure. Wor dt  de procedure beeindigd doordat U
in niet  onaanz ienlijke mate s t ijgt ,  dan is  het  resultaat false, anders  t r ue.

Een voorbeeld van een aanroep: aanpassing van A  X (exp ( r  x  x )  -  1)  aan 25 geme-
ten waarden y .

p[1]:= 1 ;  p[2]:= . 7 ;  comment schattingen van A  en r ;
Least Squares (1, 25, x [ i 1, y[11, eps [i], ko 2 ,  P[k l, Nit
P[1] ( e x p  (13[2] x  -  1) ,
i f  k  = 1  then exp (pf21 x  >
#
7,)  -  1  
e l s e  p
[ 1 ]  
x  
x  
e x p  
( p
[ 2 ]  
X  
2 4 )
)

Tot s lot  de procedure:
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Boolean E r
.
2 9
.
2
.
c I u r e  
L e a
s t  
S q
u a r
e s  
(
i
,  
n
,  
x
i
,  
y
i
,  
e
p
s
i
,  
k
,  
n
p
a
r
,  
p
k
,  
x
,  
f
x
,  
d
f
x
d
p
k
)
;

comment gebruik t de niet- locale procedures SYMDET2 en SYMSOL2 (A1
3 2 2 8 / 2 2 9 ) ;value n ,  npar ; integer  i ,  n ,  k ,  npar ; r ea l x i ,  y i ,  eps i, pk , x ,  I x
,  d f x d p k ;1
.
2
2
•
6
2  
i
l
i
k
L
e
s
.  
c
o
u
n
t
,  
m
a
x
c
o
u
n
t
,  
c
,  
t
i
m
,  
j
;

real s mall,  minwfac , max r eler r ,  ssq, s s q l,  d l ,  d2, des frac ;
real ar r ay  X,  Y ,  W[ l  :  n1, F ,  paro, de lta [ l  :  npar ],

S i  ( n p a r  + 1)  x  npar  :  21;

t inr -
-  
3 ;  
s
m
a l
l :
=  
1
0
-
1
0
0
;  
m
i
n
w
f
a
c
:
=  
1
0
-
3
;  
m
a
x
r
e
l
e
r
r
:
=  
1
0
-
3
;  
d
e
s
f
r
a
c
:
=  
.
1
;

maxcount:= 100; c omment  s mall en minwfae z i jn  zo gekozen dat
minwfac it, 2 >> relatieve prec is ie en
(small X minwfac) it% 4 >> k leins te positieve r eal- getal'-

begin r e a l  h ,  max , min ;
max:= s mall;

for  1:= 1 2122 1 un t i l  n  do
in X[ 11 ] : = x i ;  Y[ i] :=

W[1]:= h:= abs (eps i) ; i f  h  > max  then max : = h
end;
min: = max  x  minwfac ;

for  i : = 1s 1 2 2  1 un t i l  n  do
bsgla h:= WR];  W[1]:= 1 /  ( i f  h  < min  then min  else h)  end

end;
desfrac:= (2 -  desfrac) x  des rac ; e:= t im ;  Leas t Squares:= t r ue;

for  count:= 1 E t t a  1 un t i l  maxcount do
begin f o r  k := (npar + 1) x  npar  :  2  s teg -1 un t i l  1  do S[k1:= 0 ;

for  k := 1  ,
s l e i  
1  
u n t i
l  
n p
a r  
d
o  
d e l
t a
[ k ]
: =  
0
;  
s
s
q
:
=  
0
;

for  i : = 1  s tep 1 un t i l  n  do
122
.
01,  
t
;  
r
e
a
l  
d
f
,  
d
y
,  
w
;

x:= X [ i ] ;  w:= W M ;  dy:= (Y111 -  Ix )  x  w ;
ssq:= dy  x  dy  + ssq; t := 0 ;

for  k := 1 s l m  1 unt i l  npar  do
begin d f : =  F [k ]:= w  x  dfxdpk;

delta[k]:= delta[k ] + df  X dy ;

for  j : = 1  E
l
m  1  
u n t i l  
k  
d
o

'122e1 t:= t  1 ;  S[t]:= SEt1 x  c if end

end;
end
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end;

i f  s s q < n  then a l l  ex it;
i f  count > I  then

begin d l : =  s s ql -  s s q;
i f  d l  <  0 then

begin i f  d l  <  0 then fo r  k := 5 2 2  1 un t i l  npar  do

end;

pk: = paro[k l;
Least Squares:= ssq < (1 + max reler r )  x  s s q l;
g
o 
t
o 
e
x
i
t

end;
i f  count >  2 then

begin i f  d l  d l  >  (d2 -  d l )  x  des frac  x  ssq then
c:= t i m  els e

if  c  >  I  then c := c  -  1 els e g 2
.
1 1 I  e x i t

end;
d2:= d l

SYMDET2 (S, npar , 1) ;  SYMSOL2 (S, npar , 1
9  d e l t a ) ;for  k : -  1 EL92 1 unt i l  npar  do
"mar l paro[k]:= pk ; pk := paro[k ] + deltatk i end;
ssql:= ssq
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